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ALLB BEGHTE, 
EINSCHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSHECHT8, VOBBEHALTEN 



Dem Vorwort des Verfassers zu seinem Buche — Calcolo 
delle variazioni per Ernesto Pascal, Professore ordinario nelT 
Università di Pavia, Ulrico Hoepli, Milano 1897 — , welches, 
mit dem Calcolo delle Differenze finite zu einem Bande vereinigt, 
die 3. Abtheilung seines Calcolo infinitesimale bildet, entnehmen 
wir die folgenden Angaben: 

„Das kleine Werk soll den jetzigen Stand der Variations- 
rechnung kennen lehren; es sieht natürlich davon ab, alle Ent- 
wickelungen der verschiedenen Autoren über den Gegenstand 
gewissenhaft wiederzugeben. Es will nur versuchen, die allr 
gemeinen Verfahrungsarten und Betrachtungen in Bezug auf 
die verschiedenen Methoden anzugeben und eine Auswahl der 
Methoden der einzelnen Autoren zusammenzustellen, indem es 
namentlich die Beziehungen, welche die Ideen und den Stand- 
punkt des einen Autors mit denen des anderen verbinden, her- 
vortreten lässt. Schliesslich ist rationell geordneten historischen 
und litterarischen Angaben ein grosser Raum gelassen." 

„Diese Art der Darstellung mit ausgiebigen Hinweisen auf 
die Geschichte und Litteratur scheint bei einer Wissenschaft 
von besonderem Vortheil zu sein, deren allgemeines Verfahren 
oder deren, wie man wohl sagen darf, formaler Theil zwar 
schon von Euler, Lagrange und Jacobi festgestellt wurde, 
die aber in Bezug auf den Nachweis der Berechtigung ihrer 
Methoden und den Geltungsbereich der Resultate noch in der 
Entstehung begriffen ist. Man braucht nur daran zu erinnern, 
dass es erst vor Kurzem gelungen ist, die Gültigkeit der so- 
genannten Lagr angesehen Methode der Multiplicatoren, von 
der man bisher angenommen hatte, sie beruhe auf einem Axiom, 
über allen Zweifel zu erheben. Gerade auf diese Unfertigkeit 
der Variationsrechnung wird die Aufmerksamkeit des Lesers 
besonders gelenkt." 

Ganz auf dieselbe Art hat der Verfasser auch noch andere 
Zweige der Mathematik behandelt; wir erwähnen ausser dem 
oben angeführten Càlcolo infinitesimale, die Fwnzioni ellittiche, 



IV Vorwort. 

die Note critiche di calcolo infinitesimale, die Determinanti und 
das Repertorio di matematiche superiori, die sämmtlich in der 
handlichen Ausgabe der Manuali Hoepli erschienen sind. 

Von den beiden letzten, den Determinanten und dem Beper- 
torium der höheren Mathematik steht die Herausgabe einer deutschen 
Uebersetzung bei der Verlagshandlung von B. G. Teubner in 
Leipzig, der auch die Anregung zu der vorliegenden Uebersetzung 
zu verdanken ist, in der nächsten Zeit bevor. 

Am Ende des Buches haben wir ein alphabetisches Ver- 
zeichniss der im Text citirten Schriften und ein Sachregister 
hinzugefügt, die dem Leser wohl willkommen sein werden. 

Schliesslich möchten wir noch ganz besonders den Herren 
Professoren Dr. A. Mayer in Leipzig, Dr. A. Hirsch in Zürich, 
Dr. Lüroth in Freiburg i. B., ferner Herrn Dr. Löwy in Frei- 
burg i. B., sowie dem Verfasser Herrn Professor Pascal in 
Pavia für ihre Correcturen und kritischen Bemerkungen bei 
der Durchsicht der Druckbogen unseren verbindlichsten Dank 
aussprechen. 

Wiesbaden, den 9. Mai 1899. 

A. Schepp. 
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Historische Uebersicht. 



Alle Arbeiten, welche sich auf die Variationsrechnung 
beziehen, lassen sich um drei Fundamentalprobleme gruppiren: 

1) das Problem des Verschwindens der ersten Variation 
der einfachen Integrale d. h. die Ermittelung der Differential- 
gleichungen in ihrer günstigsten Form, welchen die unbekannten 
Funktionen des Problems genügen müssen; 

2) das Studium und die Transformation der zweiten 
Variation; 

3) die Variationsrechnung für die vielfachen Integrale mit 
variabelen Grenzen. 

Das erste Problem tritt mit dem Beginn der Variations- 
rechnung zugleich auf, also mit Euler, 1744, und in seiner 
weiteren Entwicklung mit Lagrange, 1762; das zweite fängt, 
wie man wohl sagen kann, mit Jacobi, 1837, an, wenn auch 
schon vor ihm Legendr e, 1786, seine Auflösung versucht hatte; 
das dritte Problem schliesslich, zu welchem zuerst eine Gau ss 'sehe 
Untersuchung den Anlass gab, ist auf Poisson, 1833, und Ostro- 
gradsky, 1834, zurückzuführen. 

Zum ersten Mal wurde eine Aufgabe, welche der Variations- 
rechnung angehört, von Newton in Anregung gebracht, von 
ihm auch aufgelöst, aber ohne Beweis, 1686; es handelte sich 
darum, die Form zu bestimmen, welche ein Rotationskörper 
haben muss, damit er, in der Richtung seiner Axe in eine 
Flüssigkeit getaucht, den geringsten Widerstand finde, wenn 
man voraussetzt, der Widerstand sei dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportional. Vergi. § 30 dieses Buches. 

Dieser Aufgabe verdankt übrigens die Variationsrechnung 
ihre Entstehung nicht; sie ging vielmehr aus dem berühmten 
Problem der Brachistockrone oder der Curve hervor, welche ein 
schwerer Punkt in der kürzesten Zeit durchfallt, vergi § 31 d. B. 

Pascal, Variationsrechnung. 1 
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Dieses Problem hat Johann Bernoulli, 1696, aufgestellt und 
in dem folgenden Jahr auch gelöst. 

Wir werden die Geschichte des Problems in dem citirten 
Paragraphen besprechen und wollen hier nur angeben, dass 
der Bruder Johann Bernoulli's, Jacob, in dem nämlichen 
Jahre 1697 zuerst eine andere Lösung des Problems der Brachi- 
stochrone gab und dann am Schlüsse seiner Abhandlung all- 
gemeine Untersuchungen über die Natur desselben anstellte und 
es in Zusammenhang mit jenen schon von den alten Griechen 
studirten Problemen brachte, bei denen es sich um einen ge- 
gebenen Umfang und das Maximum des Flächeninhalts handelt. 
Schliesslich fasste er in derselben Arbeit alle diese Probleme 
unter der gemeinschaftlichen Benennung isoperimetrische zu- 
sammen, und stellte den Geometern eine Aufgabe dieser Art 
(siehe Nr. 1, § 34), indem er ihnen drei Monate Zeit liess und 
einen Preis von 50 Dukaten auf ihre Lösung aussetzte. 

Fast ein halbes Jahrhundert lang haben sich verschiedene 
Autoren, hauptsächlich Euler und die Brücjer Bernoulli, mit 
dem Problem der Brachistochrone und den isoperimetrischen 
Aufgaben beschäftigt und in ihnen die Bedingungen auf mannig- 
faltige Art variirt, wobei denn auch Fehler vorkamen, wie z. B. 
in den Arbeiten Euler's in Bd. 7 und 8 der alten Comm. Peiro- 
politani. 

Im Jahr 1744 erschien dann das erste wirklich bedeutende 
Werk über diesen Gegenstand. Es war von Euler und trug 
den Titel: Mebhodus inveniendi lineas curvas mommi minimive 
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici fortissimo 
sensu accepti. 

Darin will der Autor, wie der Titel sagt, eine allgemeine 
Methode zur Auflösung der isoperimetrischen Probleme auf- 
stellen und gelangt zu einer Entwickelung, welche freilich von 
der eigentlichen Variationsrechnung noch weit entfernt ist, da 
sie hauptsachlich auf der Betrachtung der unendlich Meinen 
Grössen fusst. 

Der Verfasser untersucht den Fall des absoluten Maximums, 
dann den des relativen mit einer gegebenen Bedingung und 
schliesslich auch den Fall, in welchem mehr als eine gegebene 
Bedingung vorhanden ist, und wendet seine Methode auf sehr 
zahlreiche Beispiele an, indem er fast alle Probleme über den 
Gegenstand löst, welche bis dahin die Geometer beschäftigt 
hatten. Die Methode Euler's war geistreich und entsprach 
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seinem hohen Genie. Auch die sogenannte isoperimetrische Hegel 
hat Euler entdeckt, in welcher unzweifelhaft der Keim zu jenem 
Verfahren liegt, welches später Lagrange auf viel allgemeinere 
Art angewendet hat und welches den Namen der Methode der 
Multiplicatoren führt. 

Trotzdem ist das Werk Euler's, so einfach es auch in 
seinen Resultaten ist, in der Methode zu gekünstelt. „Es würde", 
wie Lagrange sagt (siehe seine Werke, 10, S. 395), „nichts 
zu wünschen übrig lassen, wenn es sich auf eine dem Geist der 
Differentialrechnung mehr entsprechende Analysis gründete; aber 
die Zerlegung der Differentiale und Integrale in ihre primitiven 
Elemente, welche der Verfasser vornimmt, zerstört den Mechanis- 
mus dieses Galcüls und beraubt ihn seiner Hauptvorzüge, der 
Einfachheit und der allgemeinen Gültigkeit der Rechnung." 

Wir haben diese Stelle aus der L a gr angesehen Abhandlung 
in wörtlicher Uebersetzung citirt, um zu zeigen, wie das Werk 
dieses grössten Analytikers der Variationsrechnung, deren Gründer 
er in gewissem Sinne genannt werden kann, entstanden ist und sich 
entwickelt hat. Er will, wie er sich ausdrückt, die Differential- 
rechnung fwr diese neue Art von Problemen, welche ihrem Wesen 
nach ihrer Competenz unterliegen, zu/rechtstutzen. Die berühmte 
Abhandlung, welche in dem 2. Band der Turiner Memoiren, 1762, 
abgedruckt ist, setzt sich gerade dieses Ziel; darin wird zum ersten 
Mal die Notwendigkeit erkannt, ein neues Zeichen zur Darstel- 
lung der Variationen zu benutzen und das Symbol 6 eingeführt, 
welches dann später in allgemeinen Gebrauch genommen wurde. 

Euler hatte freilich auch schon erkannt, dass es sich nicht 
empfehle, dieselbe Bezeichnung für die neuen Differentiale wie 
für die gewöhnlichen anzuwenden, und hatte, um Verwechse- 
lungen zu vermeiden, daran gedacht, diese Differentiale mit 
Hülfe der Differenzen der successiven Werthe der Variabelen 
und der Funktion darzustellen; wenn er auf den Gedanken ge- 
kommen wäre, meint Cauchy, Exerc, 3, S. 51, eine für beide 
Fälle verschiedene Bezeichnung zu benutzen, so wäre er viel- 
leicht unmittelbar zu dem Lagrange'schen Variationscalcül gelangt. 

Euler nahm sofort die neuen Ideen auf und schrieb nach 
zwei Jahren, 1764, für die Nova Comm. Petropolit, Bd. 10, seine 
Elementa caladi variationtm etc., in denen er mit vielen Einzel- 
heiten und, wie es seine Gewohnheit ist, mit vielen Anwendungen 
die Grundprincipien der neuen Methode entwickelte. Er be- 
schäftigte sich dann noch viele Jahre mit dem Gegenstand; in 
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Bd. 3 der Inst. Cale. Integr., Petersburg, 1770; in Bd. 16 der 
Nova Comm., 1771, und schliesslich in Bd. 4 der Institutiones, 
1794, finden sich dahin gehörige Arbeiten von ihm vor. 

Im Jahr 1767 Hess Borda bei der Akademie der Wissen- 
schaften m Paris eine Abhandlung über die Variationsrechnung 
drucken, in welcher er die von Lagrange angegebene Lösung 
des Problems der Brachistochrone in dem Falle beanstandete, in 
welchem der Anfangspunkt nicht festgelegt ist, sondern nur 
angenommen wird, er liege auf einer bestimmten Curve. Borda 
hatte Recht; denn Lagrange hatte nicht beachtet, dass man, 
da in diesem Fall die Ordinate des Anfangspunktes variabel ist, 
entweder noch einen Term zur Variation des Integrals hinzu- 
fügen oder eine in Bezug auf die Anfangsgeschwindigkeit ver- 
schiedene Hypothese machen muss; vergi. § 31 d.3-, in welchem 
wir die Frage erörtern. Lagrange selbst erkannte sein Ver- 
sehen in einer späteren Abhandlung aus dem Jahr 1770, Mise. 
Ta/wr., 4, an. Es ist deshalb ein Irrthum, wenn Darboux, 
Theorie des smfaees, 1, S. 268, behauptet, die Bordacene Ab- 
handlung sei überflüssig gewesen, da sie nur dasselbe wieder- 
hole, was vorher schon Lagrange gesagt habe; im Gegentheil, 
vielleicht ist es gerade diese Abhandlung gewesen, welche die 
Arbeit Lagrange's aus dem Jahr 1770 veranlasst hat. 

In ihr hat sich der Verfasser die Aufgabe gestellt, eine 
zweite Darlegung seiner Methode zu geben; er beginnt damit, 
sich in der Vorrede gegen einige Autoren zu wenden, welche 
in der Zwischenzeit Arbeiten über den Gegenstand veröffent- 
licht hatten. 

Vor Allen war es Fontaine gewesen, der bei der Akademie 
der Wissenschaften zu Paris 1769 eine Abhandlung heraus- 
gegeben hatte, in welcher er ausführte, seine Vorgänger hätten 
sich geirrt und die wahre Theorie nicht gekannt und alsdann 
zwei seiner Behauptung nach neue Methoden in Vorschlag 
brachte. Lagrange aber zeigte ihm sofort, dass die eine dieser 
Methoden bis auf die Bezeichnungen die Euler 'sehe, die andere 
seine eigne war, die er vor acht Jahren bekannt gegeben hatte. 

Aehnlich hatten die Pater Le Sueur und Jacquier in der 
Zwischenzeit in Parma einen Tractat über die Integralrechnung ver- 
öffentlicht, worin sie die Lagrange'sche Methode reproducirten, 
aber glauben machen wollten, sie sei Euler zuzuschreiben. 

Die beiden citirten Abhandlungen von Lagrange gehören 
noch seiner ersten Periode an, als er noch nicht das Bedürfhiss 
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gefohlt hatte, aus der Infinitesimalrechnung die Bezeichnung und 
den Begriff des Differentials und des unendlich Kleinen zu ver- 
bannen; es war daher nur natürlich, dass der Verfasser der be- 
rühmten Theorie des fonctions anakftigues die Notwendigkeit ein- 
sah, die Variationsrechnung auf eine von dem unendlich Kleinen 
unabhängige Art darzustellen. Diesem Zweck ist daher das 
12. Kapitel seiner Theorie; 1797, gewidmet und derselbe Gegen- 
stand wird auf noch directere und vollständigere Art in der 
letzten, der 22. Lection seines Calmi des fonctions, Paris 1806, 
wieder aufgenommen. Die sogenannte Methode der Multipli- 
catoren, die dazu dient, die Probleme des relativen Maximums 
oder Minimums auf solche des absoluten Maximums bez. Mini- 
mums zurückzuführen, hat Lagrange zum ersten Mal in seiner 
Mécanique analytique, 1788, auseinandergesetzt und sie später 
in seiner Theorie und seinem Calmi des fonctions reproducirt. 
Sie lässt sich als eine Erweiterung jener Methode ansehen, die 
schon Euler zur Auflösung der isoperimetrischen Probleme 
benutzt hatte. 

Damit wäre in den Hauptzügen die historische Entwickelung 
des ersten Problems der Variationsrechnung, wie wir es genannt 
haben, aufgezeichnet. Man kann wohl sagen, diese Entwickelung 
schliesse mit Lagrange ab, da die späteren Analytiker ihre Auf- 
merksamkeit insbesondere den anderen, schwierigeren Problemen 
dieses Calcüls zuwendeten. Das Problem ist fertig abgeschlossen, 
wenn man die Einfachheit der Formeln in Rechnung zieht, zu 
welchen es die Veranlassung gibt; ganz anders aber verhält sich 
die Sache, wenn man das Problem von dem Standpunkt der 
Berechtigung dieser Formeln und der Ausdehnung des Bereichs 
der Probleme betrachtet, auf welche diese Formeln sich anwenden 
lassen. Gerade das letztere ist nun seit einigen Jahren ge- 
schehen. Man hat es erstens für nöthig gehalten, gewisse Sätze 
zu beweisen, die jenen Formeln zur Grundlage * dienen, und 
welche die ersten Gründer als Axiome ansahen, obgleich sie es 
nicht sind. Dann war man vor die andere Frage gestellt: 
Wenn man auch im Allgemeinen die Genauigkeit des Ver- 
fahrens und der Resultate einräumt, bis zu welcher Grenze 
kann uns dieses Verfahren Lösungen liefern? Oder besser: 
Sind die Lösungen, die wir erhalten, die allgemeinsten, die 
möglich sind, oder setzt die Anwendung des Verfahrens im- 
plicite eine Beschränkung der Lösung auf gewisse Kategorien 
von Funktionen voraus? 
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In diesem zweiten Theil der kritischen Betrachtung, den wir, 
des besseren Verständnisses wegen, den die unstetigen Lösungen 
betreffenden Theü nennen wollen, hat man bis jetzt nur geringe 
Fortschritte gemacht; wir werden später davon sprechen, weil 
dieser Theil der Kritik nicht nur das erste der drei oben classi- 
ficirten Probleme speciell angreift, sondern alle drei zugleich 
und wollen hier nur einige Worte über den ersten Theil der 
Kritik sagen, welcher sich auf den Beweis gewisser Fundamental- 
sätze bezieht, die man in alten Zeiten für Axiome gehalten hat. 

Die erste dieser kritischen Betrachtungen betrifft die Methode 
der Mültiplicatoren; die zweite bezieht sich auf den Beweis des 
Lemmas, welches der Ermittelung der Maxima und Minima der 
Integrale zu Grunde liegt, d. h. also zeigt, wie man aus dem 
identischen Verschwinden des Integrals, welches die Variation 
darstellt, das identische Verschwinden der Funktion unter dem 
Integralzeichen ableiten kann. 

Was nun den ersten Satz angeht, so hat man ihn fast 
für ein Axiom gehalten und nur einen Beweis der bekannten 
Euler'schen Regel fiir den speciellen Fall isoperimetrischer 
Aufgaben zu geben versucht. Siehe z. B. Bertrand in Bd. 7 
des IAouvüle' sehen Journals, S. 55, 1842. Mit demselben Gegen- 
stand beschäftigte sich viel später Du Bois-Reymond, Math. 
Ann. 15; einen allgemeineren Fall behandelte Scheeffer, Math. 
Ann. Bd. 25, 1885; Mayer aber hat zuerst in dem folgenden 
Band 26 der Math. Ann. der Frage eine besondere Arbeit gewidmet. 
Vergi, die §§ 12, 13, 14 d. B. Schliesslich hat Turksma die Sache 
von einem verschiedenen Standpunkt in Angriff genommen und ist 
zu Resultaten gekommen, welche diejenigen voll bestätigen, die 
sich aus der Lagr angesehen Methode ergeben. Math.Ann.BdA7. 

Was den zweiten Satz betrifft, so scheint Heine in einer 
kurzen Mittheilung in Bd. 2 der Math. Ann., 1870, zuerst die 
Bemerkung gemacht zu haben, dass der Beweis, welchen man 
überall zu geben pflegte, nothwendiger Weise gewisse Stetigkeits- 
hypothesen und andere Voraussetzungen über die Variation dy 
mit sich bringe, die im Allgemeinen sich nicht bewahrheiten 
könnten, ohne dass damit das Theorem zu bestehen aufhörte. 
Nach ihm war es Du Bois-Reymond, der sich in Bd. 15 der 
Math. Ann., 1879, viel eingehender mit der Frage in einer 
Arbeit beschäftigte, welche viele scharfsinnige Bemerkungen und 
neue Ideen enthält, aber immer noch sehr unvollständig ist. 
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Wir wollen jetzt zu dem zweiten der Fundamentalprobleme 
übergehen, dem sogenannten Problem der zweiten Variation. 
Wir haben schon angedeutet, dass Legendre zuerst im Jahr 1786 
daran dachte, dass es nöthig sei, die zweite Variation zu Hülfe 
zu nehmen, um die wirkliche Existenz der Maxima und Minima 
erkennen und diese von einander unterscheiden zu können. 
Legendre machte jedoch verschiedene Versehen, die er zum 
Theil selbst corrigirte; zum Theil hat Lagrange und Andere, 
wie z.B. Brunacci auf sie aufmerksam gemacht. Vergi. § 16 d. B. 

Uebrigens war die Lösung, bei welcher diese Autoren 
stehen blieben, dadurch noch complicirter geworden, dass, der 
sogenannten Transformation der zweiten Variation wegen, noch 
eine neue Integration zu den früheren, zur Ermittelung der mög- 
lichen Lösungen des Maximums und Minimums schon nöthigen 
Integrationen hinzutrat. 

Jacobi (1837) war der Ruhm vorbehalten, durchaus neue 
Gesichtspunkte für die schwierige Frage zu entdecken; siehe 
eine kurze Abhandlung von ihm in Bd. 17 des Crdle'schen 
Journals, die in Bd. 3 des Liouville'schen Journals wieder ab- 
gedruckt ist. 

Jacobi bemerkte, dass man diese neue Integration stets 
ausführen könne und stellte zu diesem Zweck ohne Beweis 
einige allgemeine Theoreme der Differentialrechnung auf, aus 
welchen schliesslich zu entnehmen war, dass nach der Inte- 
gration der ersten Differentialgleichung, auf welche das Problem 
der ersten Variation führt, in dem Fall einer einzigen un- 
bekannten Funktion sich die für die Transformation der zweiten 
Variation nöthigen Integrale leicht durch einfache Differentia- 
tionen nach den Constanten ableiten lassen. 

Der geniale Gedanke Jacobi's zog die Aufmerksamkeit 
der Analytiker schnell auf sich und Lebesgue, Delaunay und 
Bertrand unternahmen es zuerst, einen Beweis der Jacobi'schen 
Sätze zu geben, mit denen sich später auch Mainardi und 
Brioschi beschäftigten; siehe § 16 d. B., wo man ein Ver- 
zeichniss der betreffenden Litteratur findet. 

Diese Sätze stellen Wahrheiten dar, die sehr versteckt 
liegen, und wir wissen nicht, wie Jacobi sie entdeckt hat; sie 
bildeten Jahre lang den Gegenstand der Untersuchung für die 
besten Analytiker jener Zeit, unter welchen Spitzer zu be- 
merken ist, welcher die Erörterung der Jacobi'schen Trans- 
formation einen guten Schritt vorwärts brachte, und Hesse, 
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dem es in seiner Abhandlung gelang, fast eine ganze neue Theorie 
über eine besondere Darstellbarkeit von linearen Ausdrücken der 
successiven Derivirten einer und derselben Funktion aufzustellen. 
Einige der Hesse'schen Sätze werden in § 20 d B. reproducirt 1 ). 

Mit Clebsch, 1858, begann man den Fall einer beliebigen 
Anzahl von unbekannten Funktionen und den noch allgemeineren 
Fall zu untersuchen, in welchem zwischen diesen Funktionen 
gegebene Differentialbeziehungen existiren. Mit demselben Gegen- 
stand — jedoch auf eine beliebige Anzahl von unbekannten Funk- 
tionen beschränkt, also ohne Beziehungen anderer Art zwischen 
ihnen vorauszusetzen — hat sich Lipschitz unter Anwendung 
einer verschiedenen Methode beschäftigt und kam zu denselben 
Resultaten, 1864; seine Methode hat später Mayer auf den 
oben erwähnten allgemeineren Fall ausgedehnt, 1868, von 
welchem letzteren noch einige andere interessante Arbeiten über 
dieselbe Frage existiren. 

Die Abhandlung Scheeffer's, Math. Ann. 25, 1885, sucht 
das Problem auf einem anderen strengeren Weg zu lösen; der- 
selbe Autor macht in Bd. 26 dieses Journals bez. der Auflösung 
des Problems sehr wichtige Bemerkungen über die Grenzen, 
innerhalb deren man die Lösungen des Problems zu erwarten hat. 

Schliesslich sind noch die neueren Untersuchungen von 
Weierstrass in seinen Berliner Vorlesungen (z. B. 1884) zu er- 
wähnen, in denen der Verfasser, die Natur des Problems der 
Variationen in mannichfacher Art beschränkend, mittels durch- 
aus strenger Methoden zu Resultaten kommt, die exact zu nennen 
sind. Die Frage, ob bei einem Problem der Variationsrechnung 
ein wirkliches Maximum oder Minimum vorliegt, ist durch 
Weierstrass wesentlich über den von Jacobi erreichten Stand- 
punkt hinaus gefördert worden. 

Die bisherigen Forschungen über die Transformation der 
zweiten Variation sind gewiss sehr complicirt; die Schwierigkeit 
liegt aber vielleicht an der Beschaffenheit des Problems selbst. 
Noch vor einigen Jahren glaubte Zmurko neue und leichtere 
Wege zur Auflösung des Problems gefunden zu haben; seine 
Arbeiten haben sich aber als fehlerhaft ergeben. 

1) Hier wäre die Arbeit von Frobenius „Uéber adjungirte lineare 
DifferentialausäWüeke", Crelle's Journ., Bd. 85, zu erwähnen, in welcher 
die Methode von Hesse wesentlich vervollkommnet wird. 
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Wir wären nun bei dem letzten der im Anfang erwähnten 
Probleme angekommen, bei dem Problem der Variation der viel- 
fachen Integrale mit variabelen Grenzen. 

Die Variation der vielfachen Integrale mit festen Grenzen 
hat schon früher unter Anwendung der allgemeinen Methode 
Lagrange untersucht, welcher auf diesem Weg überdies auch 
die Differentialgleichung der Minimalflächen fand. 

Die Gomplication mit den variabelen Grenzen bot aber bei 
weitem grössere Schwierigkeiten und von anderer Art. Gauss 
war es, der 1833 zum ersten Mal auf ein Problem der Mechanik 
stiess, welches die Ermittelung des Minimums eines Doppel- 
integrals mit variabelen Grenzen erforderte; das Problem lautste: 
die Gleichgetvichtsform einer in einem Gefäss von gegebener Form 
enthaltenen Flüssigkeit m bestimmen; und Poisson hat sich 
zuerst in demselben Jahr eingehend mit dieser Frage beschäftigt. 
In dem folgenden Jahr fand Ostrogradsky eine wichtige Formel, 
die seinen Namen trägt. 

Die Abhandlung des letzteren ist auch aus einem anderen 
Grunde wichtig. 

Er war es, der den Anfang damit machte, die Begriffe und 
Formeln der Variationen der partiellen Derivirten der Funktionen 
von mehreren Variabelen klar zu fassen, Begriffe und Formeln, 
die bisher entweder fehlerhaft oder auf ganz eigene Art formu- 
lirt worden waren. Allerdings hatte Poisson die in Rede 
stehenden Formeln genau ermittelt; er hatte aber, um sie auf- 
stellen zu können, gewisse Hülfsvariabelen künstlich einführen 
müssen; Ostrogradsky zeigte nun zum ersten Mal, dass 
man bei solchen Untersuchungen überhaupt nicht von den 
Lagrange'schen Methoden abzuweichen braucht. 

Wir können jetzt mit den elementarsten Sätzen der Dif- 
ferentialrechnung die in Rede stehenden Formeln, die freilich 
zur damaligen Zeit noch umstritten waren, ohne die geringste 
Schwierigkeit ermitteln. 

Nachdem Ostrogradsky seine Formel aufgestellt hatte, 
blieb noch der schwierigste und interessanteste Theil des Pro- 
blems der ersten Variation der vielfachen Integrale zu lösen, 
nämlich die Variation des Integrals in zwei Theile zu trans- 
formiren, von denen der eine nur von den Grenzen des Integra- 
tionsbereiches abhängt, wie es ähnlich von Lagrange bei den 
einfachen Integralen geschehen war. 
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Eine von der Pariser Akademie im Jahr 1842 ausgeschriebene 
Concurrenz, an welcher sich Delaunay und Sarrus mit zwei 
Abhandlungen betheiligten, brachte auch dieses Problem zur 
Lösung; es ergab sich eine Formel, welche die Ausdehnung der 
früheren Lagrange'schen ist und welche schon Ostrogradsky 
am Schlüsse seines Aufsatzes in unbestimmten Umrissen an- 
gedeutet hatte. 

Nachdem die erste Variation auf die geeignetste Form ge- 
bracht war, kam man ganz von selbst auf die Untersuchung der 
zweiten Variation, welche bekanntlich zur vollständigen Lösung 
des Problems der Maxima und Minima unentbehrlich ist. 

Wir haben schon bemerkt, dass Clebsch zuerst die Unter- 
suchungen Jacobi's auf einen allgemeineren Fall auszudehnen 
suchte; wir fügen nun hinzu, dass er gerade bei Gelegenheit 
solcher Forschungen Veranlassung fand, sich auch mit der zweiten 
Variation der vielfachen Integrale zu beschäftigen, 1859. Hier- 
her gehören dann auch die neueren Arbeiten von Sabinin, 
1870, 78 und 90. 

Schliesslich erwähnen wir noch eine in der letzten Zeit 
erschienene Abhandlung von Kobb (1893), Welche die Betrach- 
tungen, die Weierstrass früher über die einfachen Integrale 
angestellt hatte, auf ähnliche Weise auf die vielfachen Integrale 
auszudehnen sucht. Wir brauchen wohl kaum hinzuzufügen, 
dass die Theorie der Variation der vielfachen Integrale noch 
viel zu wünschen übrig lässt, und dass die Lücken, die sie auf- 
weist, zahlreich und nicht klein sind. Es ist natürlich, dass 
alle Schwierigkeiten, die kritischen Bemerkungen und Einwürfe 
bei den vielfachen Integralen viel zahlreicher als bei den ein- 
fachen auftreten. 

Wir wollen zum Schluss noch Einiges über die Einschrän- 
kungen, welche das Verfahren der Variationsrechnung der Be- 
schaffenheit der Lösungen auferlegt, und über die sogenannten 
unstetigen Lösungen sagen. 

In den folgenden Paragraphen des vorliegenden Buches 
machen wir wiederholt darauf aufmerksam, dass man, um die 
verschiedenen Transformationen, aus welchen sich die gewöhn- 
lichen Formeln der Variationsrechnung ergeben, ausführen zu 
können, von den unbekannten Funktionen specielle Eigenschaften 
und besonders die Continuität für sie selbst sowohl, wie für 
ihre Derivirten voraussetzen muss. 
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Die Folge davon ist, dass, wenn das Problem der Maxima 
und Minima eine Lösung mit einer nicht stetigen Funktion zu- 
lässt oder mit einer Funktion, die zwar selbst stetig ist, aber 
keine stetige Derivirte hat, und die mithin durch eine Curve 
dargestellt wird, welche eine endliche oder auch unendlich grosse 
Anzahl von singulären Punkten besitzt, dass alsdann das ge- 
wöhnliche Verfahren diese Lösung nicht ergeben kann. 

Wir wären also vor die Aufgabe gestellt, eine andere 
Methode zu suchen, mittelst welcher sich auch solche unstetige 
Lösungen einschliessen lassen; in dieser Richtung hat man aber 
bis jetzt noch geringe Fortschritte gemacht. 

In Folge einer von der Universität Cambridge im Jahr 1871 
gestellten Aufgabe erschien ein unfangreiches Buch von Tod- 
hunt er über diesen Gegenstand: Resea/rches in the calculus of 
variaHons, principally on the theory of discontinous Solutions, 
London 1871; der Autor verliert sich aber in viele Einzelheiten 
und viele Beispiele und kommt im Grund genommen zu keinem 
allgemeinen Schluss. 

Andere hierher gehörige Arbeiten sind: 
Cayley, On a problem in the calculus of variations etc., Proc. 

of the Lond. Math. Soc, 3, S. 221, 1871; 
Wilkinson, Review of Todhunter's resea/rches etc., Messenger, 

2. Serie, Bd. 3, S. 184, 1874; 
Erdmann, üeber unstetige Lösungen in der Variationsrechnung, 
CreUe, Bd. 82, S. 21, 1876. 

Neuerdings hat Starkoff geglaubt, eine allgemeine Methode 
gefanden zu haben, mittelst welcher sich auch die unstetigen 
Lösungen einschliessen Hessen und hat darüber Arbeiten in ver- 
schiedenen Zeitschriften veröffentlicht: Bull. Soc. Math. 1884; 
Rend. di Palermo, Bd. 2; Odessaer Denkschriften 1884, 85 etc. 

Seine Ausführungen sind jedoch offenbar fehlerhaft, wie 
Ssónin und dann August bemerkt haben; siehe § 30 d. B. 

Besondere Erwähnung verdient in dieser Hinsicht eine Arbeit 
von Du Bois-Reymond, Math. Ann. 15; man braucht diesen 
Aufsatz, der übrigens als ein Versuch anzusehen ist, nur zu 
lesen, um zu erkennen, wie viel Ungewisses und Unfertiges in 
der Variationstheorie noch vorhanden ist. Der Verfasser unter- 
sucht ein einziges Problem und dazu eines der einfachsten, das 
Problem der Linie von geringster Länge, folgt Schritt für Schritt 
der Entwicklung dieses Problems und stellt kritische Betrach- 
tungen von der grössten Wichtigkeit über die verschiedenen 
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Verfahrungsarten an, welche angewandt werden müssen, und 
über die Grenzen, innerhalb deren sie verwendbar sind. 



Um unsere historische Uebersicht zu vervollständigen, müssen 
wir noch die Autoren erwähnen, die auf verschiedene Art von 
den allgemein gebräuchlichen Methoden abgewichen sind. 

Wir citiren z. B. Ghallis, von welchem im Jahr 1871 in 
dem Phil. Magaz., 4. Serie, Bd. 42, S. 28 eine Arbeit erschien, 
deren Grundgedanke darin besteht, anstatt die Curve direct zu 
suchen, zuerst die Evolute zu ermitteln und von ihr dann zu 
der Evolvente zurückzukehren. Die Arbeit gab zu einer Polemik 
Veranlassung, an welcher sich Cayley und Todhunter be- 
theiligten; die bezüglichen Schriften sind: 

Cayley, On a supposed new integration of the differential 

equation of the 2* d order, Phil. Mag., Bd. 42, S. 197; 
Challis, In reply to Prof. Cayley, Ibidem, S. 302; 
Todhunter, On a prohlem etc., Ibidem, S. 440; 
Challis, On the solution of three problems in the calculus of 
vamationSy in reply to Mr. Todhunter, Phil. Mag., 1872. 
In dieser Hinsicht erwähnen wir noch die Arbeiten von 
Culverwel, Besearches in the calculus of variat., Proc. of the 
Lond. Math. Soc, Bd. 23, S. 241, 1892 und Bd. 25, S. 361, 1894, 
in welchen der Verfasser die Theorie des Maximums und Mi- 
nimums mit festen und variabelen Grenzen nicht mittelst des 
analytischen Verfahrens, sondern auf geometrischer Grundlage 
zu entwickeln sucht. 

Ehe wir diese Uebersicht über die Fortschritte auf dem 
Gebiet des Variationscalcüls beschliessen, wird es dem Leser 
willkommen sein, wenn wir den grössten Theil der bisher er- 
schienenen historisch wichtigen Schriften und Versuche hier zu- 
sammenstellen. 

Eine der ersten Abhandlungen über die Variationsrechnung 
scheint die von La ero ix gewesen zu sein, welche in seiner be- 
rühmten Differential- und Integralrechnung enthalten ist, die 
in erster Ausgabe 1797 und in zweiter 1814 erschien. Darin 
nimmt die Variationsrechnung etwa 100 Seiten des zweiten 
Bandes ein. 

Fast gleichzeitig erschien in Italien der Corso di matematica 
sublime von Brunacci, Florenz 1808, von welchem etwa 
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100 Seiten des 4. Bandes den Variationen gewidmet sind, in 
England: Woodhouse, A Treatise on Isoperimetrical Problems 
and Calculus of Vcmations, Cambridge 1810 und in Deutschland: 
Buquoy, Zwei Aufsatze mathematischen Inhalts, Leipzig 1812; 
die Abhandlung „Eine eigene Darstellung der Grundleforen der 
Variationsrechnung" bildet darin den zweiten Theil. 

In eine spätere Zeit fallen die beiden Lehrbücher yon 
Dirksen, Berlin 1823 und Ohm, Berlin 1825, welche von den 
Autoren jener Zeit viel citirt werden, und von denen das zweite 
in einigen Punkten fehlerhaft ist (vgl. z. B. die Abhandlung 
Jacobi's in Bd. 17 des Crette'schen Journals)] VEssai historique 
von Choisy, 1823 und die von der Göttinger Universität 1825 
prämiirte Commentatio, Historiam calculi Variationum complectens 
von Graeffe. 

Darauf folgen nach der Zeit geordnet: 

Bordoni, Lezioni di calcolo sublime, Mailand 1831, von S. 192 
bis S. 298 des 2. Bandes; 

Momsen, Elemmta calculi Variationum etc., Altona 1833; 

Abbat, A Treatise on the Calculus of Variai, London 1837; 

Almquist, De Prinevpiis Calculi Variationis, 1 u. 2, Upsal 1837 ; 

Senff, Elemmta Calculi Variationum, Dorpat 1838; 

Bruun, Manual der Variationsrechnung, Odessa 1848 (russisch); 

Strauch, Theorie und Anwendung des sogenannten Variations; 
calculs, Zürich 1849; 

Jellett, An dementary treatise on the Calculus of Variations, 
.Dublin 1850; deutsche Uebersetzung von Schnuse, Braun- 
schweig 1860; 

Stegmann, Lehrbuch der Variationsrechnung etc., Kassel 1854; 

Pop off, Elemente der Variationsrechnung, Kasan 1856 (russisch); 

Meyer, Nouveaux éléments du Calcül des varialions, Lüttich 
und Leipzig 1856; 

Simon, Die Theorie der Variationsrechnung, Berlin 1857; 

Giesel, Geschichte der Variationsrechnung, Torgau 1857; 

Lindelöf-Moigno, Calcul des variations, Paris 1861; 

Natani, Die Variationsrechnung, Berlin 1866; 

Dienger, Grundrissder Variationsrechmmg, Braunschweig 1867; 

Carli, Calculus of VariationSj New-York 1885; 

Wa schtschenko- Z achartschenko , Variationsrechnung 
(russisch), Kiew 1889; 

Sabinin, Variationsrechnung (russisch), Moskau 1893. 
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Ganz neue Lehrbücher, die speciell die Variationsrechnung 
behandeln, giebt es unseres Wissens keine, wenn man von 
einigen Abhandlungen in russischer Sprache absieht. In dem 
obigen Verzeichniss sind die neuen Werke über Infinitesimal- 
rechnung nicht aufgeführt, von welchen sich selbstverständlich 
stets ein manchmal recht ausgedehnter Theil auf die Variationen 
bezieht. Siehe z. B. das Werk Jordan 's Cours d'analyse, Bd. 3 
und andere. 

Schliesslich müssen wir noch besonders ein Buch Todhun- 
ter's erwähnen: A history of the progress of the Galcuhcs of 
variations du/ring the nineteenth centwry, Cambridge 1861. 

In diesem Werk, das 530 Seiten umfasst, hat sich der Ver- 
fasser die Aufgabe gestellt, die Geschichte der Theorie von 
Lagrange an darzustellen. 

Das Buch enthält unzweifelhaft sehr reichliches Material. 
Der Verfasser fasst aber die Geschichte als eine Art von Chronik 
auf. Er begnügt sich damit, alle Arbeiten der verschiedenen 
Schriftsteller, nach der Zeit geordnet, anzuführen und einen 
Auszug aus ihrem Inhalt zu geben; er ist deshalb gezwungen, 
dieselben Dinge häufig zu wiederholen; so oft es eine neue 
Schrift zu prüfen gilt, kehrt er immer wieder zu den Principien 
und Grundbegriffen zurück, indem er Schritt für Schritt fast 
stets mit denselben Worten dem betreffenden Autor folgt; manch- 
mal, wenn es sich um eine kurze Arbeit handelt, gibt er ge- 
radezu eine Uebersetzung. 

Er hätte jedenfalls eine viel nützlichere Arbeit geliefert, 
wenn er die 500 und mehr Seiten dazu benutzt hätte, die wahre 
historische Abhängigkeit der einen Schrift von der anderen 
darzulegen, zu zeigen, wie sich die Ideen über die verschiedenen 
einzelnen Probleme der Theorie entwickelt haben, und wenn er 
von allen Arbeiten nur denjenigen Theil angeführt hätte, der 
in der That von Wichtigkeit und für die Wissenschaft ein Fort- 
schritt war, alles Uebrige aber weggelassen hätte. Dies schliesst 
jedoch nicht aus, dass das Todhunter'sche Buch auch Dienste 
leisten kann, wie es thatsächlich bei uns der Fall war; wir 
glauben es aber jedenfalls für nicht viel mehr als ein Bücher- 
verzeichniss halten zu müssen. 



k 



§ 1. Einleitende Betrachtungen. 15 

§ 1. Einleitende Betrachtungen. 

Es sei y eine Funktion von x, y = f(x). 

Damit man den Begriff, den wir darlegen wollen, besser 
verstehe, wollen wir uns diese Funktion auf die bekannte Art 
durch eine Curve f geometrisch dargestellt denken. 

Nehmen wir nun eine Reihe von Curven an, deren Grenz- 
curve die gegebene Curve f ist, und betrachten eine der Curven 
einer solchen Reihe. Diese Curve sei f x und ihre Punkte sollen 
eindeutig denen von f derart entsprechen, dass der Abstand 
zwischen zwei sich entsprechenden Punkten unendlich klein ist. 
Der Werth der Funktion y kann dann in Folge von drei von 
einander verschiedenen Umständen variiren. 

Der Werth von y kann variiren: 

1) weil das entsprechende x sich ändert; alsdann kommt 
man von dem Punkt P zu dem Punkt P' derselben Curve f\ 

2) weil die Funktion f in die Funktion f x übergeht; man 
kommt dann vom Punkt P zu einem Punkt P x der Curve /i; 
die beiden Punkte P und P x behalten jedoch dieselbe Abscisse, 
die unverändert bleibt; 

3) weil sich die Funktion f ändert und gleichzeitig die 
Abscisse #; alsdann kommt man von P zu einem auf der Curve f ± 
gelegenen Punkt P/, der mit P aber nicht dieselbe A.bscisse hat. 

Die Veränderung, welche y in dem ersten Fall erleidet, 
entspricht dem, was man in der Differentialrechnung das Dif- 
ferential der Funktion y nennt und ihre Beschaffenheit ist aus 
den Elementen dieser Rechnung bekannt. Man weiss also, dass 
die Veränderung von y in dem ersten Fall eine Summe von 
Unendlichkleinen ist, von denen gerade dasjenige der kleinsten 
Ordnung als das Differential von y bezeichnet wird. 

Offenbar ist auch in dem zweiten Fall die Aenderung, 
welche y erleidet, ein Unendlichkleines; sie ist aber willkür- 
lich, weil die Curve y = f 1 (x) } die wir der Curve y = f(x) 
substituiren wollen, willkürlich ist. Den Werth dieser Aenderung 
nennen wir die Variation von y und bezeichnen sie der Ana- 
logie wegen mit dem Symbol dy. 

Es ist von Vortheil, diesem willkürlichen dy die Form 

dy = du • k(x) 

zu geben, worin X(x) eine willkürliche Funktion von x und öa 
eine Grösse bedeutet, welche gegen Null convergili. So sind 
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die beiden Eigenschaften von dy gewahrt, dass es der Null 
zustrebt und dass es willkürlich ist. 

Es ist jedoch zu beachten, dass die Variation in dieser 
Form eine specielle ist; denn die Grösse dy stellt die Differenz 
zwischen den Ordinaten y 1 und y der beiden unendlich nahen 
Gurven dar; man kann aber nicht behaupten, dass eine solche 
Differenz sich immer in das Product einer Funktion von x 
allein mit einer gegen Null convergirenden Grösse, die wir da 
genannt haben, zerlegen lasse; man könnte sich z. B. leicht 
vorstellen, die Funktion A enthalte auch die Grösse da und 
genüge doch der Bedingung, dass das Product 

X(x)da 
der Null zustrebe. 

Denkt man sich übrigens, die Variation habe die angegebene 
Form, so wird auch eine andere ihr zukommende Fundamental- 
eigenschaft im Allgemeinen gewahrt, dass nämlich nicht allein 
sie, d. h. dy, sondern auch die Va/riationen aller Derivirten von y 
nach x der Null zustreben müssen, wenn da gegen NuM convergirt. 

In der That, wenn die beiden unendlich nahen Curven das 
Bestreben haben, mit einander zusammenzufallen, so ist es selbst- 
verständlich, dass z. B. auch ihre Tangenten zusammenzufallen 
suchen und mithin auch die Variation der Derivirten von y 
nach x gegen Null convergiren muss u. s. w. 

Nehmen wir dagegen an, X enthalte da } so lässt sich diese 
Bedingung nicht immer erfüllen; wenn z. B. 

Sy = da sin ~ 

ist, so strebt allerdings dy mit da der Null zu, die Variation 
der Ableitung y' von y nach x dagegen ist 

Vi— 2/' = <ty' = cos £ 

und convergirt daher nicht gegen Null. 

Noch eine andere Bemerkung ist wichtig. 
Gibt man der Variation die Form 

da • A(x), 

so wird dadurch, wie schon gesagt, die Gestalt der va/riirtm 
Curve beschränkt , deren Gleichung alsdann y = f(x)-\-da-X(x) 
ist. Die einzige Bedingung, welcher die Funktion k(x) bis jetzt 
zu genügen* hat, besteht darin, dass sie für jedes beliebige 
x des in Betracht gezogenen Bereichs endlich sein muss; es 
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lässt sich sonst nicht länger behaupten, dass die Variation un- 
endlich klein sei, d. h. der Null zustrebe. 

Unterwirft man die Variation noch anderen Bedingungen, 
soll z. B. X{x) eine stetige Funktion sein, so wird die Natur 
der variirten Curve dadurch immer mehr beschrankt. Es kann 
aber vorkommen, dass es, um gewisse Resultate in einfacher 
Form zu erhalten, oder der speciellen Beschaffenheit der vor- 
liegenden besonderen Probleme wegen, nöthig oder vortheilhaft 
sein kann, die Natur der Variation oder von k(x) zu beschränken. 
Man darf jedoch nicht vergessen, dass damit gewisse Kategorien 
von Curven ausgeschlossen werden, in welche sich die Curve 
y = f(x) durch unendlich kleine Aenderungen Punkt für Punkt 
transformiren lässt. 

Damit ist aber nicht gesagt, dass in anderen Fällen die 
Beschränkung, die auf diese Weise implicite eingeführt wird, 
nicht Fehler zur Folge haben könne. Vergi, darüber die scharf- 
sinnigen Betrachtungen von Scheeffer, Math. Ann. 26, S. 197; 
Leipziger Berichte 1885, S. 92. 

Wir gehen nun zu dem dritten der oben erwähnten Falle 
über, der zugleich der allgemeinste ist. 

Wir wollen annehmen, es seien zwei unendlich nahe Curven- 
bogen gegeben und auf beliebige Art eine stetige Correspondenz 
zwischen den Punkten der einen und denen der anderen fest- 
gesetzt. Haben die sich entsprechenden Punkte dieselbe Abscisse, 
so liegt die schon besprochene Correspondenz des zweiten Falles 
vor; sind dagegen die Abscissen verschieden, so ist die Differenz 
zwischen den beiden Abscissen der beiden sich entsprechenden 
Punkte die Variation von x 9 die wir mit Sx bezeichnen, und 
die Differenz zwischen den beiden Ordinaten Ins cmf Unendlieh- 
Meine höherer Ordnung die Variation von y. 

Wenn die Gleichung der zweiten Curve, wie oben, 

y = f(x) + k(x)da 

ist und wenn x x die Abscisse des Punktes auf der zweiten Curve 
bezeichnet, welcher dem Punkt mit der Abscisse x auf der ersten 
Curve, deren Gleichung y = f(x) lautet, entspricht, so ist die 
Differenz zwischen den beiden Ordinaten 

erte) + *(*i) »«] - m ■ 

Ist ferner 

X(x^) Sa = X(x) Sa -f- <», 

(x t — x=Sx) 9 

Pascal, Variationsrechnung. 2 
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worin co, a^ unendlich klein von höherer Ordnung als da 9 dx 
sind, die wir als von gleicher Ordnung ansehen, so wird die 
Variation von y durch 

dy = X(x)da + f (x)dx 

ausgedrückt; in dieser Formel sind die Unendlichkleinen yon 
höherer Ordnung, der für den allgemeinen Fall gegebenen Defini- 
tion der Variation von y entsprechend, weggelassen. 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die Variation der Deri- 
virten y von y in dem allgemeinen Fall ausdrücken lasst. 

Man erhalt, wie oben, die Variation dy' als Oesammtheit 
der unendlich kleinen Terme der niedrigsten Ordnung yon 

[/"(aJ + A'O'i) *«]-/»• 
Es ist aber 

A'fo) àa = X'(x) da + co, 

f'(x 1 )-f'(x)=f"(x)dx+<D 1 , 

worin co, (o ± unendlich klein yon höherer Ordnung sind; wir 
können daher setzen: 

6y'=k'(x)òu + f"(x)6x: 

Auf ähnliche Art findet man dy", dy" etc. 

Aus der Definition ergibt sich sofort die Fundamental- 
eigenschaft, dass die beiden Operationssymbole d und d des 
Differentials und der Variation umkehrbar sind. 

Wir wollen dies zuerst für die Variabele x nachweisen. 

Die Variation yon x ist die Differenz zwischen zwei Werthen 
von x, d. h. z. B. für ein gewisses x ist 

d x = x x — x 

und die Variation yon dx für dasselbe x mithin 

ddx = dx t — dx . 

Aus der obigen Formel aber ergibt sich durch Differentiation 

ddx = dx ± — dx ; 
man erhält also: 

ddx = ddx. 

Wenn man ferner die Formel 

Sy = k(x) da + ydx 

nach x differenzirt, so wird einerseits 

ddy = X f (x)dxda + y"dxdx + y'ddx. 
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Oben aber hatten wir gefanden 

dy'=k'(x)dcc + y"dx. 

Diese Formel nun liefert, falls man aus der Identität: 

6(dy) = d(y'dx) = dxdy' + y'ddx 
dy' eliminirt: 

Sdy = X'(x)dadx + y"8xdx + y'Sdx. 

Daraus ergibt sich schliesslich in Folge der eben bewiesenen 
Vertauschbarkeit der Symbole d und d bei der Variabelen x: 

d8y = Sdy. 

Analog lassen sich die Identitäten beweisen 

ddy'=ädy' 



In der Differentialrechnung ist das Differential der unab- 
hängigen Variabelen willkürlich; von ihm aber hängt das Diffe- 
rential der Funktion ab. 

In der Variationsrechnung entspricht diesem Differential das, 
was Variation genannt wurde und die Willkür, die bei der gewöhn- 
lichen Rechnung in der Wahl des Differentials der unabhängigen 
Variabelen lag, besteht hier nicht nur bei der Variation der 
unabhängigen Variabelen, sondern auch bei derjenigen der 
Funktion. 

Um uns irgend Etwas vorzustellen, dessen Variation von 
den als willkürlich gegebenen Variationen abhängt, und welches 
mithin in gewisser Art in der Variationsrechnung denselben 
Dienst versieht, wie die Funktion in der gewöhnlichen Rechnung, 
wollen wir uns eine Funktion F von x, y } y' f y" } • • • denken. 
Wir nehmen nicht nur jetzt, sondern auch in der Folge an, diese 
Ftmktion F sei eine derivirbare Funktion ihrer Argumente. 

Geben wir nun dem x den Zuwachs 4x=dx und dem y 
den Zuwachs 4y = y t — y = dy + s, so erfährt F einen ge- 
wissen unendlich Meinen Zuwachs, von welchem wir, wie gewöhnlich, 
das Unendlichkleine von der geringsten Ordnung die Variation 
von F nennen und mit dF bezeichnen wollen. 

Bildet man also das Differential von F, wenn die Variabelen 
x 7 V) Vi * * '> deren Funktion F ist, die Zuwächse 

4x = 6x y dy^ 4y\ • • • 

2* 
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erhalten, so wird 

und, da 

4x = dx, 4y — 8y + s, dy' = dy' + s', • • • 

ist und die Unendlichkleinen höherer Ordnung vernachlässigt 
werden müssen, so bleibt schliesslich 

Als Verallgemeinerung des eben bewiesenen Theorems der 

Umkehrbarkeit erhält man, wie sich leicht ergibt, den Satz, 

dass allgemein 

ddF = ddF 

ist, wenn für die Funktion F das Theorem der Umkehrbarkeü 
der Derivationen in Bezug auf ihre Argumente gilt 

Denn entwickelt man ddF und dann ddF und beachtet, dass 

ddx = ddx, ddy = ädy, ddy' = ddy', • • • 

ist, so ergeben sich zwei gleiche Ausdrücke. 

Substituirt man in den Ausdruck für die Variation von F 
die oben gefundenen Werthe von dy, dy', • • -, so wird: 

worin der zweite Theil offenbar die Variation von F in dem 
speciellen Fall ist, in welchem x unverändert bleibt. 

Beachtet man ferner, dass der in der ersten Klammer ent- 
haltene Ausdruck die totale Derivirte von JF nach x ist, so 
erhält man das Resultat: Die Variation von F in dem allgemeinen 
FaU ist immer gleich der Summe der Variation von F für den 
speciellen FaU, in dem x nicht variirt wird, und eines Ausdruckes, 
der das Produci der totalen Derivirten von F nach x mit Sx 
darstellt. 

Selbstverständlich lassen sich alle diese Betrachtungen auf 
den allgemeineren Fall ausdehnen, in welchem F anstatt eine 
einzige Funktion y von x und ihre Derivirten zu enthalten, 
mehrere Funktionen y, z, • • • und ihre Derivirten enthält. 



§ 2. Die Variation der Integrale. 21 

Die gewöhnlichen Sätze der Differentialrechnung reichen 
aus, um die Formeln für diese complicirteren Fälle zu ermitteln. 



§ 2. Die Variation der bestimmten, einfachen Integrale. 

Wir wollen mit dem einfachsten Fall beginnen, in welchem 
die Variation des Integrals 



x" 



ß 



ydx 

zu ermitteln ist, indem wir darin y als Funktion von x betrachten. 

Nehmen wir zuerst an, x bleibe bei dem Uebergang von 
einem Punkt der Curve zu dem entsprechenden der variirten 
Curve unverändert, in welchem Fall auch die Grenzen des Inte- 
grals nicht variirt werden. 

Die Differenz 



x" x" 



j (y + <ty) dx —j ydx 

x' x' 

ist alsdann gleich 

x" . 

Idydx. 

y 

Offenbar ist daher in diesem so einfachen Fall die Variation 
des Integrals ^hne weiteres dem Integral aus der Variation der 
unter dem Integralzeichen stehenden Funktion gleich. 

Es möge nun ein bestimmtes Integral von der Form 



x" 



I=jF(x } y,y' } -'.) 



dx 



vorliegen. 

Wir wollen den y } y\ • • • die Zuwächse 

Sy =X(x)da, 

dy'=X'(x)dcc, 

geben. 

Die Funktion F 9 welche stetig vorausgesetzt wird, wächst um 

6F+a> } 

worin o ein Unendlichkleines von höherer Ordnung in Bezug 
auf da ist. 
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Das Integral J wächst mithin um 



x" x" 



J8Fdx + ! adx. 

x' x' 

Wenn nun das zweite dieser Integrale ein Unendlichideines 
von höherer Ordnung als da ist, so wird die Variation des In- 
tegrals genau 



x" 



/■ 



SFdx, 

d. h. die Variation des Integrals ist dem Integral der Variation gleich. 

Die gestellte Bedingung trifft in $en meisten gewöhnlich 
vorkommenden Fällen zu; um sich davon zu überzeugen, braucht 
man nur die folgende Betrachtung anzustellen. 

Wir nehmen an, auf die Funktion F lasse sich die bis auf 
die zweiten Derivirten ausgedehnte Mittelwerthformel anwenden, 
d. h. es sei 

F(x, » + »),»' + »»', •-•) — *(*, », »', • ■ ■) — 

y'+Q'dy' 

worin die Indices an der zweiten Klammer angeben, dass man 
in dieser Klammer an Stelle von y } y' y • • • 

y + 98y, y'+e'dy' } ... 

zu setzen hat, und ö, ö', • • • Zahlen bedeuten, die zwischen 
und 1 liegen. 

Der erste Theil der rechten Seite ist dF, der zweite Theil 
ist o; substituirt man die Werthe von 

so sieht man, dass in o als Factor da* auftritt. 
Das Integral von a> wird alsdann 



x" 



ä« i f{j?*\*) + --]*x- 



V'+Q'ty' 



Wenn nun das Integral, welches den zweiten Factor dieses 
Ausdrucks bildet, nicht dem Unendlichgrossen zustrebt, was z. B. 
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dann eintrifft, wenn es far jedes System von Werthen y 9 y' } • • • , 
welches zwischen 

y und y + dy, 

y' und y' + dy' 



liegt, seinem absoluten Werth nach Heiner als eine endliche 
Zahl bleibt, alsdann ist der Schluss gerechtfertigt, dass das 
Integral von • unendlich Hein von einer höheren Ordnung in 
Bezug auf 8 a ist. 

Eine ganz ähnliche Betrachtung findet man auf S. 449 — 450 
des 1. Bandes von Stolz, Ghrtmdzüge der Differential- und In- 
tegralrechnung, Leipzig 1893. 

Wir gehen nun zu der Variation eines bestimmten Integrals 
über, wenn die Integrationsgrenzen variabel sind. 

Die Grenzen seien x und x" und sollen sich ändern in 

«'+*«', x"+dx". 

Die Variation des Integrals ist durch die Gesammtheit der 
Unendlichkleinen geringster Ordnung in 

x"+óx" x" 

jF(x, y + 4y, y'+ 4y\ • . .) «te — j F(x, y, y\ -*)dx 

x' + òx' X' 

gegeben, worin 4y } dy' } • • • eben die Zuwächse bedeuten, welche 
!/> Vi • ' • beim Uebergang von den einzelnen Punkten der ur- 
sprünglichen Curve y = f(x) zu den entsprechenden Punkten 
der variirten Curve 

erfahren. 

In dem ersten der beiden Integrale ändern wir die unab- 
hängige Variabele und setzen 

x = t + dt 

mit der Bedingung, dass dt eine unendlich Meme Funktion von t 
sein soll, welche den festgesetzten Werthen von dx\ dx" gleich 
wird, wenn t gleich x' bez. x' wird. 

Macht man alsdann t = #', so wird x = x' -f- dx' und 
ebenso für t = x", x = #"-{- da?"; die Grenzen des Integrals 
werden daher einfach x' und #". 

Als Funktion unter dem Integralzeichen erhält man eine 
Funktion von t -j- dt, die wir 

0(t + ät) 
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nennen wollen. Das Integral bekommt auf diese Weise die Gestalt 



*" 



ß 



&(t + df)d(t+dt) 

x f 

und wenn man x an die Stelle von t setzt: 



*" 



/ &(x + dx) (dx + ddx). 



Da nun 

0(x + dx) = 0(x) + &'(x)dx -f o 

ist, so ergibt sich, wenn man entwickelt, 



x" x" 



fo(x)dx + fd\0(x)dx~\ -\ , 



d. h. aber 



X 



j®(x)dx + [#(a:)da;]*," H .' 



Prüft man nun den Werth der Funktion &(%), so folgt 
aus den- gemachten Annahmen: 

&(x) = F(x, y + Ay, y' + Ay', ■ • •) = 
und, da dy = dy -f- s, • • • ist, 

^ djH ) + &' = 

= F-\-dF+<o', 

worin o' unendlich klein von höherer Ordnung ist und dF die 
Variation von F unter der Voraussetzung bedeutet, dass x nicht 
variirt wird. 

Durch Substitution ergibt sich also: 



x" X 



jFdx +JdFdx + \Fdx£.' + &, 



X X 



und die Variation des Integrals ist daher: 



«" 



äI=fsFdx + [FSxfJ, 



X 
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Das Verfahren, welches wir hier eingeschlagen haben und 
welchem auch die meisten Bücher folgen, ist weit davon entfernt, 
jene Strenge zu bieten, die heutigen Tages bei analytischen Ent- 
widmungen gefordert wird; nicht wenige Bedingungen müssen 
erfüllt sein, damit man mit Sicherheit behaupten könne, die von 
uns gegebene Formel für die Variation des Integrals sei exact. 
Sie gilt allerdings für die gebrauchlichsten Funktionen. Die 
Fortschritte aber, die man auch in neuester Zeit auf diesem 
Gebiet gemacht hat, sind nicht gross. 

Wir wollen nun noch einen allgemeineren Fall untersuchen. 
Nehmen wir an, jP enthalte ausser x, y, y, • • • auch die Inte- 
grationsgrenzen x und x". Der Fall kann in verschiedenen 
Problemen vorkommen. So findet man ihn z. B. in dem Problem 
der Brachistochrone, wenn der Anfangspunkt nicht festgelegt, 
sondern nur die Curve gegeben ist, auf welcher er liegen soll. 
Wie schon bekannt, beging Lagrange in dieser Hinsicht einen 
Irrthum; vergi. § 31. Die erste Variation des Integrals ist als- 
dann durch die Gesammtheit der Tenne kleinster Ordnung in dem 
Ausdruck 

x" + dx" 

Jf{x, x' + 8x', x" + dx", y + 4y, y + 4y, ... •) dx — 



«' + öx' 

x" 

dx 



-fF(x, x', x", y, y', • • •) 



gegeben. • • 

Wir können jetzt dasselbe Verfahren wie früher anwenden; 
der erste Term der vorstehenden Differenz wird dann in 



x" 



I 0(x)dx + [&(%)Sx~f x , -j 



/ 



verwandelt, worin jedoch nunmehr 

0(x) = F(x, x' + dx', x" + dx", y + 4y, y' + 4y', . . .) — 

= F(x, x', x", y, y[, . . .) + (^ **'+ §£ daf') +dF+a>' 
ist. 

Substituirt man und lässt, wie auch sonst, die Terme von 
höherer als der l texl Ordnung weg, so erhält man für die Variation 
des Integrals die Form 
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x" x" 



8I=fdFdx + /"gl ix'+ ft-rdz") dx + [.Fax]*', . 

X X 

In dem zweiten Integral kann man die Grossen 8x', dx" 
vor das Integralzeichen setzen, da sie von x nicht abhängen. 
Man hat so die beiden Terme 

x" x" 

öx 'fw' dx + 8x "fw' dx > 



X 



die mit den analogen in dem letzten Theil der Variation ent- 
haltenen Gliedern 

{F) x ^>8x"-{F) x ^8x f 
zu vereinigen sind. 



§ 3. Transformation der für die Variation eines bestimmten 

Integrals erhaltenen Formel. 

Wir beginnen nun, die für 81 gewonnene Formel zu trans- 
formiren. 

Setzt man 

■" dy > 
m dy'> 



• • • • 



so wird der Ausdruck für 8F 

8F=M8y + M'8y'-\ 

und daher 

81= [F] x »8x" — {F] x >8x' + 



x" x" 



+ jM8ydx+jM'8y'dx-\ . 

x' x' 

Die hier auftretenden Integrale sind so zu verstehen, dass 
man y } y\ • • • in M8y und M' 8y' etc. durch x auszudrücken 
und dann das Integral zu berechnen hat. 

Ferner sind die Variationen 8y y 8y' } • • • , welche in diesem 
Ausdruck vorkommen, unter der Voraussetzung ausgeführt, dass 
x unverändert bleibe; man kann daher schreiben: 
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<?«/' = 8 dy = ddy = dòV 

" Am Am Am 



dx dx dx 



und findet bei theilweiser Integration 

CjiT 6y' dx = Clt ddy = M'dy — f*^- dydx, 

fM"dy"dx = Cw'dSy'** M"9y'— C^l s y ' dx — 

= M»Sy>- d ^3y+f*^9yd*, 

Man erkennt daraus, dass sich durch consecutive und ge- 
eignete Ausführung der theilweisen Integration und Anwendung 
des Principe der Umkehrbarkeit der Zeichen d und 8 der Aus- 
druck für dl derart transformiren lässt, dass unter dem Integral- 
zeichen nur die Variation 8y erscheint und nicht die Variationen 
der Derivirten, d. h. 

äy'> s y"> 

Bis auf die beiden ersten Terme erhält der Ausdruck für dl 
alsdann die Form 

r,,, dM" . d*M'" n*'' , r,,,, dM'" . n*" , . 
+ 



*" 



+/[*-«+"—•]'»* 



Fügt man die beiden ersten Tenne hinzu und setzt der 
Einfachheit wegen 

*-[*-'-£■+■■■]. 

so lässt sich diesem Ausdruck schliesslich die Gestalt geben 



x" 



dl= [Fdx + KSy + K'dy' H ]*" +fsdydx } 
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worin man unter dem Symbol 

[ t 

» ■ • 

den Unterschied der Werthe des in dieser Klammer einge- 
schlossenen Ausdrucks zu verstehen hat, wenn an die Stelle 
von x das eine Mal x" und dann x gesetzt wird, eine Aende- 
rung, die selbstverständlich auch in den Werthen von y, y\ • • • 
vorgenommen werden muss. 

Wir bemerken, dass die Klammer auf der rechten Seite die 
Terme bis zu dem mit dyW enthält, wenn y^*+ 1 ) in dem Aus- 
druck für F vorkommt; gehen daher die Derivirten in F nur 
bis y\ so treten in der Klammer nur die beiden Terme mit Sx 
und 6y auf. 

Wenn jF nicht nur y. sondern auch noch andere Funktionen 
*,«,.-. von • und ihre Derivirten enthalt, so ergibt ein ahn- 
liches Verfahren für dl einen Ausdruck, in welchem noch andere 
genau wie die bisherigen gebildeten Terme auftreten, die sich 
statt auf y auf die übrigen Variabelen z, u, • • • beziehen. 

Man erhält auf diese Art 

ÖI=[Fdx + K^y + Kidy'-i 



X 



+J{H 1 8y + H*8z -\ ) dx, 






worin die Anzahl der Terme unter dem Integralzeichen der An- 
zahl der Funktionen y, z, • • • gleich ist. Wenn dabei ferner 
in jP die Derivirten von y bis zu derjenigen von der r* 611 Ord- 
nung, die von e bis zur s* 6 * Ordnung u. s. w. auftreten, so 
ist der letzte Term der ersten Zeile in dem ersten Theil 
dieses Ausdrucks iTÌ r "~" 1) dj/ r ~ 1) , der letzte der zweiten Zeile 
K*~~ 1) dd ß ~ 1 \ etc. Schliesslich ergeben sich die Ausdrücke für 
jfiT 2 , 2T 2 ', • • • -Hg aus denen für K 1} IT/, • • • H t durch Vertauschen 
von y mit e. 

In dem speciellen Fall, in welchem die variirte Curve die- 
selben Endpunkte wie die ursprüngliche 

hat und diese Endpunkte x' und x" sind, werden offenbar für 
x = x' und x = x" die Variationen 6x 9 Sy Null; wenn daher 
jP nur y', die folgenden Derivirten aber nicht enthält, so ver- 
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schwindet in dem Ausdruck für die Variation das erste Glied 
und es bleibt nur das Integral übrig. 

Derselbe Fall wird eintreten, wenn die variirte Curve nicht 
nur dieselben Endpunkte, wie die ursprüngliche, hat, sondern in 
diesen Endpunkten auch dieselben Tangenten und wenn alsdann 
F die Derivirten nur bis y" enthält, u. s. w. 



§ 4. Bemerkungen über die Bedingungen, unter welchen die 
in dem vorigen Paragraphen ausgeführten Transformationen 

gültig sind. 

In dem vorstehenden Paragraphen haben wir partielle Inte- 
grationen ausgeführt. Sollen solche Integrationen gültig sein, 
so sind dazu Bedingungen nöthig, die wir hier kurz prüfen wollen. 

Wir wollen, um einen bestimmten Fall zu haben, annehmen, 
F enthalte nur x } y, y'. Alsdann ist für die obige Transfor- 
mation nur eine partielle Integration nöthig, welche durch die 
Formel 

fM'dy'dx = M! 6y — f^- Öydx 

dargestellt wird. 

Um diese Formel anwenden zu können, muss M! in dem 
ganzen betrachteten Intervall, d. h. von x' bis x" derivirbar 
sein. Obgleich nun jP und mithin auch M' y M ", • • • als 
Funktionen von x, y } y ', • • • gegeben sind, so lässt sich, auch 
wenn man voraussetzt, Fsei eine stetige und derivirbare Funktion 
ihrer Argumente, noch nicht folgern, dass auch 

dF 



Jf' = 



dì/ 



I sich nach x differenziren lasse. Stellt man die Bedingung einer 
solchen Derivirbarkeit, so kommt dies einer Einschränkung der 
Natur der Funktionen y und y' von x gleich. 

Wir wollen nun annehmen, auch y' sei derivirbar, d. h. es 
existire y"; setzen wir ferner voraus, die Derivirten von M' 
nach y und y seien stetige Funktionen, so gilt bekanntlich das 
sogenannte Theorem der zusammengesetzten Funktionen und es 
existirt mithin die Derivirte von M! nach x. Stellt man also 
diese Bedingungen, so sind die Funktionen ausgeschlossen, die 
eine zweite Ableitung nicht besitzen. 
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Wir haben diese Bemerkungen gemacht, am zu zeigen, dass 
man die Funktion y, damit die ausgeführten Entwickelungen für 
gültig gehalten werden können, neuen Einschränkungen ihrer 
Beschaffenheit unterwerfen muss. 

Siehe darüber Du Bois-Reymond, Math. Ann., Bd. 15, 
S. 294. 



§ 5. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung. 

Die Frage, welche wir in diesem Paragraphen untersuchen 
wollen, ist die folgende: 

Angenommen, das Integral 

Hdydx, 



ß 



worin 



tt tut äM' . dM™ 

dx dx {n) 

ist, sei für jeden beliebigen Werth, den man der Variation 6y 
beilegt, Null; was lässt sich alsdann in Bezug auf den Werth 
des Ausdruckes H folgern? 

Wenn man sich die Variation 8y vollständig willkürlich 
denken kann, so lässt sich ohne Weiteres die Schlussweise 
wiederholen, welche man in allen alten Abhandlungen über die 
Variationsrechnung findet. Setzt man nämlich Sy = ÜT, so er- 
hält man ein Integral einer stets positiven Funktion, welches 
nicht Null sein kann, wenn nicht IP für alle Werthe von x 
verschwindet. 

In diesem Fall geht also aus dem Verschwinden des Inte- 
grals ohne Weiteres das Verschwinden der Funktion H hervor. 

Wir wollen aber annehmen, die Variation 8y müsse nicht • 
in absolutem Sinn willkürlich sein; sie muss ja einfach schon 
die Bedingung erfüllen, stetig zu sein, d. h. es muss die Funk- 
tion X(x) stetig sein, was z. B. implicite angenommen wird, 
wenn wir die Existenz von k'(x) voraussetzen. Alsdann kann 
man nicht länger 6y = H setzen, es sei denn, man nehme an, 
H sei eine stetige Funktion von x. 

Macht man die letztere Hypothese, welche selbstverständ- 
lich eine Einschränkung der Natur der Funktion y mit sieh 
bringt, so lässt sich auf dieselbe Art, wie oben, das Theorem 
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ableiten, dass das Verschwinden des Integrals auch das Ver- 
schwinden von H zur Folge hat. 

Nehmen wir dagegen an, H sei nicht stetig und wechsele 
das Vorzeichen in den Punkten c^ , cc 29 - • • , deren Anzahl end- 
lich ist, so kann man für dy den stetigen Ausdruck 

ày — (x — ccj (x — (%) • • • 

nehmen, der in denselben Punkten das Vorzeichen wechselt. 
Damit wird das vorliegende Integral zu dem Integral einer 
Funktion mit constantem Vorzeichen; der Integrand muss folg- 
lich Null und daher H im Allgemeinen gleich Null sein, d. h. 
bis cmf specielle Punkte des Integrationsintervalls, da das Integral 
bekanntlich seinen Werth nicht ändert, wenn man in gegebenen 
Punkten des Intervalls den Werth des Integranden ändert. 

Schliesslich wollen wir annehmen, dy müsse Bedingungen 
anderer Art erfüllen, z. B. dass es in gegebenen Punkten Null 
wird, oder dass seine Derivirten ebenfalls in gegebenen Punkten 
verschwinden. 

Auch in diesem Fall kann man die obige Schlussweise nicht 
anwenden, weil man dy nicht gleich H setzen kann. 

Man kann aber, wenn a x , «g , • • • die Punkte sind, in denen 
dy Null werden soll, 

dy = (x — a x ) (x — <%) • • - d ± y, 

J2i(#) = (x — a x ) (x — «g) • • • H(x) 

setzen und offenbar ist dann 

f H{x)dydx = JE^(x)d l ydx = 0. 

Aus der Willkür in der Wahl von d t y folgt dann das Ver- 
schwinden von H x {x) für jedes x und daraus das Verschwinden 
von H(x). 

Ueber die Betrachtungen in diesem Paragraphen siehe: 

Heine, Math. Ann., Bd. 2, S. 188, 1870; 

Du Bois-Reymond, Math. Ann., Bd. 15, S. 297 u. ff., 1879; 

Méray, Ann. de VÉcole Norm. 2. Serie, Bd. 7, S. 187. 

In der citirten Arbeit von Du Bois-Reymond, S. 302 findet 
man auch den folgenden Satz: 



x" 



Wenn das Integral I Hdy dx Null ist, welche Funktion mit 
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stetigen Differentialquotienten man auch für 8y setzen möge, so ist 
H eine solche mtegrirbare Funktion, deren Integral zurischen be- 
liebigen dem Intervall x bis x" angehangen Grenzen NüU ist 



§ 6. Das Fundamentalproblem der Variationsrechnung. 

Die Variationsrechnung beschäftigt sich im Allgemeinen nur 
mit jener einzigen Art von Problemen, bei welchen es sich um 
das Maximum oder Minimum handelt. 

Es liege das bestimmte Integral 



x" 



I — fF(x,f,,y' r ..jP) 



dx 



vor, worin y eine unbestimmte Funktion von x sei. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine solche Funktion y von x 
zu finden, für welche das Integral ein Maximum oder Mi- 
nimum wird. 

Man sieht sofort ein, dass für das Maximum oder Minimum 
die Variation des Integrals Null sein muss. Denn die Differenz 
zwischen zwei Werthen, welche das Integral annimmt, wenn 
man für y einmal die dem Maximum oder Minimum ent- 
sprechende Funktion und das andere Mal dieselbe auf beliebige 
Art variirte Funktion setzt, ist der Variatim unter Hinzunahme 
von Unendlichkleinen höherer Ordnung gleich. Nun kann man 
es bekanntlich bei einer Summe von Unendlichkleinen so ein- 
richten, dass das Vorzeichen des ganzen Ausdrucks von dem 
Vorzeichen des Unendlichkleinen geringster Ordnung abhängt. 
Dieses Unendlichkleine ist in unserem Falle eben dl] das Vor- 
zeichen von 81 aber ist von dem Vorzeichen der willkürlichen 
Variationen 

8x, 8y } 8y', . . . 

abhängig; gibt man also diesen ein anderes Zeichen, so ändert 
sich auch das von 61 (siehe S. 27 den Ausdruck für <JJ); mit- 
hin hätte die Differenz zwischen zwei consecutiven Werthen des 
Integrals kein constantes Vorzeichen; es leuchtet aber ein, dass 
diese Differenz ein constantes Vorzeichen haben muss, wenn es 
sich um ein Maximum oder Minimum handelt; d. h. die Diffe- 
renz zwischen dem Werth des Integrals für das dem Maximum 
entsprechende y and dem Werth für ein auf beliebige Art 
variirtes y muss entweder immer positiv oder immer negativ 



I 
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sein. Wir ziehen den Schluss, dass die erste Variation des 
Integrals Null sein muss. 

Wie man sieht, sind diese Betrachtungen denen analog, die 
in der Differentialrechnung in Bezug auf die Maxima und Mi- 
nima der Funktionen einer oder mehrerer Variabelen angestellt 
werden. 

Das Verschwinden der ersten Variation ist keine ausreichende 
Bedingung, damit ein Maximum oder Minimum eintrete; die Be- 
dingung ist nur nöthig. Um zu prüfen, ob in der That ein 
Maximum oder Minimum für die Curven y=*f(x) y fto welche 
die erste Variation dl Null ist, stattfindet, hat man Betrach- 
tutìgen nöthig, auf die wir später zurückkommen werden. 

Setzt man in der Differentialrechnung das erste Differential 
der Funktion, d. h. also ihre partiellen Derivirten nach allen 
Variabelen eine jede für sich, gleich Null, so ergibt sich eine 
Reihe analytischer Gleichtirigen, durch deren Auflösung man die 
Punkte ermitteln kann, in welchen die Funktion ein Maximum 
oder Minimum sein kann. Die Frage ist nun, ob wir in der 
Variationsrechnung etwas Aehnliches erhalten. 

Der Unterschied besteht darin, dass man in der Variations- 
rechnung' zur Bestimmung der Funktion oder der Funktionen 
keine algebraischen Gleichungen, sondern Differentialgleichungen 
findet, deren Integration die gesuchte Funktion liefert. 

Sehen wir zu, auf welche Art dies geschieht'. 

Wie wir schon gezeigt haben, lässt sich der Variation SI 
die Form geben 



x" 



SI=[rf +flldydx, 

X' 



worin 



r = F8x + K6y + K'dy' ^ ist. 

Die Variation 81 muss Null werden, wie auch die willkür- 
lichen Variationen dx, dy, Sy', . - . beschaffen sein mögen. 

Wir wollen für den Augenblick auf die folgende Art über 
sie verfügen: wir nehmen an, sie seien sämmtlich in den Punkten 
x' und x'\ welche die Grenzen des Integrals angeben, Null. 
Man hat nur dx = Sx" =0 zu setzen und als dy eine Funktion 
von x so zu wählen, dass sie selbst und alle ihre Derivirten 
bis zur (r — l) ten Ordnung (wenn in unseren Formeln die 
Variationen bis zu dy^ r "~^ auftreten), in den genannten Punkten 
Null werden; man könnte z. B. setzen: 

Pascal, Variationsrechnung. 3 
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dy = Scc- JL(x) = dcc(x — x') r (x — xj^x), 

worin li(x) wieder eine willkürliche Funktion von x vorstellt. 
Für diese Werthe wird der erste Theil des Ausdrucks für 
<?J, also 

Null und mithin muss der zweite Theil Null sein und zwar für 
jeden beliebigen Werth der Funktion i> 1 (x) > d. h. wieder, wie 
auch 6y beschaffen sein, möge, wenn es nur der Bedingung ge- 
nügt, dass es selbst sowohl wie seine Derivirten für x = x \ 
x = x" verschwindet. 

In dem vorigen Paragraphen haben wir diesen Fall unter- 
sucht und gesehen, dass dies nothwendiger Weise das Ver- 
schwinden des Ausdruckes H= M -, [- -=— , 1 

ax ax d x r 

zur Folge hat; nun enthält aber H die Variationen, denen wir 
specielle Werthe gegeben haben, nicht; mithin lässt sich schliessen, 
dass aus dem Verschwinden von 61 sich jedenfalls das Ver- 
schwinden von H ergibt. 

Auf der anderen Seite folgt aus dem Verschwinden von H 
auch das des Integrals und mithin auch das Verschwinden von 

[iX • 

Wir kommen also zu dem Resultat: 

Damit ein Maximum oder Minimum eintrete, ist es nöihig, dass 

[r]£'=0 sei. 
Die erste dieser Gleichungen enthält 

sie ist also eine Differentialgleichung von der 2r ten Ordnung 
und dient zur Bestimmung von y. 

Integrili man sie, so findet man die Funktion y mit 2r 
willkürlichen Constanten, welche mit Hülfe der zweiten Relation 

[r]*" = o 

bestimmt werden. Auf welche Art dies geschehen kann, wird 
eingehend in den folgenden Paragraphen erklärt werden. 

Analog lässt sich der Fall betrachten, in welchem nicht 
eine einzige Funktion y, sondern mehrere y, z } • • • vorkommen. 

Die Variation des Integrals hat alsdann denselben Typus, 
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nur enthalt der erste Theil noch alle Terme 6z , dz' } • • • und 
der zweite lautet: 






{Hdy + J^tfiH )äx 9 

worin S t genau so wie H gebildet ist, nur dass die Variacele z 
an Stelle von y tritt u. s. w. 

Setzt man dz = 0, • ■ • und disponirt über dx, dy, dy\ • • • 
derart, dass sie an den Grenzen x y x" Null werden, so erhalt 
man, wie zuvor, H= 0, und auf ähnliche Weise ^ = 0, etc. 

Es ergibt sich also nicht, wie früher, eine einzige Diffe- 
rentialgleichung, sondern ein System von solchen Gleichungen 

27=0, iZ^O,..-, 

welche ebensoviele unbekannte Funktionen y, z, • • • enthalten. 
Durch Integration dieses Systems von Gleichungen findet man 
die Funktionen y, z, • • • mit einer gewissen Anzahl von will- 
kürlichen Constanten, die dann mittelst der zweiten Relation 

welche die Grenzengleichung heisst, bestimmt werden. 

§ 7. Ueber die Bedingungen, die durch die Grenzengleichung 

festgestellt werden. 

Die linke Seite der Grenzengleichung hat die Form: 
[Fdx + K6y + K'8y' + . . .],_., - 
- [Fdx + Kdy + K'8y' + • . •]*=*' . 
Sie hängt daher von den Werthen der 

dx, öy } tfy', •••, djp-V 
der y, y', • • • in den beiden Punkten 

x = x" und x = x' ab. 

Wir wollen das Problem in seiner willkürlichsten Form 
nehmen, d. h. wir wollen voraussetzen, y, welches gefunden 
werden soll, sei keiner Bedingung unterworfen und es seien 
mithin auch nicht seine Werthe oder die seiner Derivirten an 
den Grenzen x" und x' bestimmt und auch keine Beziehungen 
zwischen diesen Werthen gegeben. Ueberdies sollen auch die 
Grenzen x" und x' im voraus nicht festgesetzt sein. 

s* 
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Àlsdann bleiben die Grössen öx 7 dy, Sy' } • • • in jedem be- 
liebigen Punkt und also speciell in den beiden Grenzpunkten 
willkürlich, wie wir sie bisher stets vorausgesetzt haben; mithin 
folgt aus der Gleichung 

Wt = o 

ohne Weiteres, dass die Coefficienten der verschiedenen Terme 
Null sein müssen, d. h. man erhält die 2r + 2 Gleichungen 

*V=0, 2^=0, 

£*» = 0, K x > = 0, 



Aus der Integration der Differentialgleichung H=0 ergibt 
sich y mit 2r willkürlichen Constanten und damit y\ y" 7 • • • ; 
substituirt man diese Werthe in die vorstehenden Gleichungen, 
nachdem man x = x oder x ==. x" gesetzt hat, so kommt man 
zu 2r + 2 Relationen, die im Allgemeinen zur Bestimmung der 
2r Constanten und der beiden Grössen #', x" dienen können. 

Damit wird jedoch vorausgesetzt, dass 2jf= in der That 
eine Differentialgleichung von der 2r ten Ordnung ist, wozu offen- 
bar, wenn man die Form von H beachtet, nöthig ist und aus- 
reicht, dass 

<T3f< r) _ $_ dF_ 

dot? ~ daf dy {r) 
y® r ) enthalte, d. h. dass 

dy ir) d y (r) 

von Null verschieden sei. Ist dieses nicht der Fall, so lässt 
sich das Problem nicht lösen. Darüber werden wir noch auf 
allgemeinere Art in einem besonderen Paragraphen sprechen; 
vergi. § 15. 

Wir nehmen nun an, die Grenzen x\ x" des Integrals seien 
festgesetzt; alsdann sind die Variationen Sx\ òx" Null und in 
dem Ausdruck 

irr. 



verschwinden mithin die beiden ersten Terme und über die übrig 
bleibenden, lässt sich eine ähnliche Betrachtung, wie oben, an- 
stellen; map. hat nicht länger 2r + 2, sondern nur 2r Be- 
ziehungen zur Bestimmung der 2r Constanten. 
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Wir nehmen ferner an, zwischen den Werthen von x,y,y',-- 
an den beiden Grenzen des Integrals, d. h. zwischen x' 7 x" y 

Vi> V%> Vif y%>'-> worin mit Vi, V2> &', &V'- ^ Werthe von 
y, y\ • • • in den Punkten x' bez. x" bezeichnet werden, seien Je 

gegebene Relationen 

^ = 0, 1^ = 0, ..., B k = 0. 
vorgeschrieben. 

Dann müssen die Variationen der linken Seiten dieser 
Relationen, als Funktionen von 

*'j x '\ Vi> Vi> Vi> y% • ' • 
betrachtet, Null sein, d. h. man erhält 

also k Beziehungen zwischen den Variationen 

dx', Sx", Sy 1} fiyi,--. 

Aus diesen Beziehungen entnehme man Je solcher Variationen 
und substituire sie in 

man findet dann eine Relation, in welcher die übrig bleibenden 

2r + 2 — Je 
Variationen willkürlich sind. Setzt man die Coefficienten der- 
selben daher gleich Null, so ergeben sich 2r + 2 — Je Glei- 
chungen, welche mit den Je gegebenen Gleichungen zusammen die 
2r Constanten und die beiden Grenzen x' } x" bestimmen können. 
Wenn speciell Je = 2r + 2 ist, so erhält man durch das 
obige Verfahren 2r + 2 lineare homogene Gleichungen zwischen 
ebensovielen Unbekannten; die Determinante des Systems kann 
nicht Null sein, weil sie der Funktionaldeterminante von 

gleich ist, und wenn sie Null wäre, eine dieser Relationen die 
Folge der anderen sein würde, was natürlich ausgeschlossen ist. 
Mithin können 

dx', dx", Sy 19 dy 2 , dy t ', dy 2 ' } • . . 

keine anderen Werthe als Null annehmen, man erhalt also 

dx = dx"= dy x = • • • = 0, 
womit die Grenzengleichung identisch erfüllt ist. 
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Um in dem zuletzt betrachteten Fall die 2r Integrations- 
constanten zu bestimmen, beachte man, dass aus den 2r -f- 2 
gegebenen Relationen R = 0, wenn sie aufgelöst werden, die 
Werthe der 2r + 2 Grössen 

*', x ", Vi, %> Vi> V*> ' ' • 

folgen. Substituirt man sie in das gefundene y und seine Deri- 
virten, so ergeben sich gerade 2r Gleichungen zur Bestimmung 
der 2r Constanten. 

Diese Betrachtungen lassen sich ohne Mühe auf den Fall 
ausdehnen, in welchem mehrere unbekannte Funktionen y,z,-- 
vorhanden sind. Wenn die Anzahl der unbekannten Funktionen 
n ist, so ergeben sich 2nr -f- 2 Grenzengleichungen. 

In dem folgenden Paragraphen werden wir zeigen, dass sich 
die verschiedenen hier aufgeführten Fälle auf den letzten zurück- 
führen lassen, d. h. auf den Fall, in welchem die Werthe der 
unbekannten Funktionen an den beiden Grenzen des Integrals 
und die Grenzwerthe selbst als bestimmt angesehen werden. 

§ 8. Ein allgemeines Problem der Variationsrechnung mit 

nicht festgesetzten Grenzwerthen lässt sich immer auf ein 

solches mit festgesetzten Grenzwerthen zurückführen. 

Die Reduction, von welcher in der Ueberschriffc die Rede 
ist, hat grosse Bedeutung, weil sie dazu dient, sehr viele Unter- 
suchungen, die wir in der Folge anstellen werden, zu vereinfachen. 

Jedes allgemeine Problem des Maximums und Minimums in 
der Variationsrechnung lässt sich immer, nach dem Vorgang 
vontoisson und Ja cobi, in zwei andere Probleme zerlegen, 
von denen das eine der Differentialrechnung angehört. 

Denn, nehmen wir an, man solle ein bestimmtes Integral von 
der bekannten Art zu einem Maximum oder Minimum machen. 

Die Werthe der unbekannten Funktionen an den Integra- 
tionsgrenzen x\ x" seien nicht festgesetzt, ebensowenig die 
Grenzen selbst; oder auch: diese Grössen seien nur zum Theil 
gegeben oder beliebigen Bedingungen unterworfen, die nicht 
ausreichen, sie vollständig zu bestimmen. 

Wir können zuerst voraussetzen, die angegebenen Grenz- 
werthe seien festgesetzt, und dementsprechend das Problem der 
Variationsrechnung lösen; wir erhalten alsdann das Maximum 
oder Minimum des Integrals als Funktion der Grenzwerthe. 
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Denn ; wenn diese entweder sämmtlich oder zum Theil nicht ge- 
geben sind und wir sie als variabel auffassen, so kann man 
sich das Integral als eine Funktion von ihnen denken. Wenn 
wir nun unter allen den unendlich vielen Werthen, welche das 
Integral auf diese Weise annehmen kann ; den grössten oder 
kleinsten suchen (was offenbar auf das gewöhnliche Problem 
des Maximums und Minimums einer Punktion von mehreren 
Variabelen in der Differentialrechnung hinauskommt), so ist 
damit das Problem, das wir uns ursprünglich gestellt hatten, 
gelöst. Vergi, darüber: A. Mayer, Die Kriterien des Max. und 
Min. einfacher Integrale, Creile, Bd. 69, S. 261 — 263. *) 

§ 9. Probleme relativen Maximums und Minimums. 

Es kann auch Probleme des Maximums und Minimums 
eines bestimmten Integrals geben, welche von den bisher be- 
sprochenen verschieden sind. In den vorstehenden Paragraphen 
hat es sich darum gehandelt, ein bestimmtes Integral zu einem 
Maximum oder Minimum zu machen, indem man über die 
Funktionen y, 0, • : • verfügte, die mit ihren Derivirten in der 
zu integrirenden Funktion auftraten; diese Funktionen y, 0, • • • 
waren entweder ganz unbestimmt oder es waren doch nur ihre 
Werthe und die ihrer Derivirten in den beiden Grenzpunkten x, oi' 
des Integrals sämmtlich oder zum Theil gegeben. Es gibt aber 
auch Probleme anderer Art. Wir können erstens das Integral 
zu einem Maximum oder Minimum machen wollen, wenn zwischen 
den Funktionen y } #, • • • und ihren Derivirten gewisse Beziehungen 
festgesetzt sind; d. h. wenn y, 0, • • • gewissen gegebenen Diffe- 
rentialgleichungen genügen sollen. 

Oder wir können zweitens uns die Aufgabe stellen, das 
Integral zu einem Maximum oder Minimum zu machen, indem 
wir den y } z, • • • die Bedingung auferlegen, dass ein oder mehrere 
andere Integrale, welche von derselben Art und zwischen den- 
selben Grenzen definirt sind, je einen bestimmten Werth haben 
sollen. 

Solche Probleme führen den allgemeinen Namen Probleme 
relativen Maximums und relativen Minimums, weil das gesuchte 

1) Leipziger Berichte 1884, S. 99; 1896, S. 436. In den früheren 
Arbeiten wird die in Frage stehende Reduction als selbstverständlich hin- 
genommen; in der letzten 1896 zeigt der Verfasser, dass man bei directer 
Lösung des Problems zu denselben Resultaten kommt, wie mit Hülfe der 
Reduction und weist auf diese Art die Berechtigung der letzteren nach. 
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Maximum kein absolutes ist, wie es bei den früheren Problemen 
der Fall war. 

Wir können hierbei offenbar nicht so verfahren, wie bisher. 

Die Variation des bestimmten Integrals ist durch 



*" 



gegeben. Wären nun dy, dz,- unabhängig von einander, wie 
es früher der Fall war, so erhielte man: 

H=0, fii = 0, ...j 

zu diesem Schluss können wir aber nicht mehr kommen, wenn 
wir uns denken, zwischen y, z, • • • seien Beziehungen irgend- 
welcher Art vorgeschrieben, weil dann auch ihre Variationen eine 
gewisse Abhängigkeit von einander haben. 

Die Auflösung des Problems lässt sich nun so skizziren: 
Man sucht aus der vorstehenden Formel einige der Variationen 
dy, dz, • • • zu eliminiren, so dass man die übrig bleibenden als 
unabhängig von einander ansehen kann, und wendet alsdann die 
schon bekannte Methode an. Die ganze Frage reducirt sich also 
darauf, die Relationen zu finden, welche zwischen Sy, dz, • • • 
bestehen müssen. 

Wir werden zeigen, dass sich das zweite der angegebenen 
Probleme auf das erste zurückführen lässt, welches wir der Kürze 
wegen das Lagrange 9 sehe Problem nennen wollen. Wir geben 
ihm den Namen Lagrange, weil dieser grosse Analytiker eine 
geniale Lösung desselben gefunden hat, die sogenannte Methode 
der Multiplikatoren. 

Das zweite Problem soll aus einer Ursache, die wir später 
angeben, das isoperimetrische Problem heissen. 

§ 10. Die kanonische Form des Lagrange'schen Problems. 

Wir wollen das Problem, das den Namen: „das Lagrange'sche" 
führt, hier noch einmal aufstellen. 
Es liege ein Integral 






Fdx 



X 



vor, in welchem F eine Funktion von 

*, y, y', ••••,y (n) , *> *', 
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ißt, und y, z } • • • seien Funktionen von x. Man soll diese Funk- 
tionen so bestimmen, dass I ein Maximum oder Minimum wird, 
und dass zugleich bestimmten Differentialgleichungen 

^ = 0, <p 2 = o,. .. 

genügt wird, welche x und y, z 7 • • • sowie ihre Derivirten und 
allgemeiner auch andere Funktionen von x mit ihren Derivirten 
enthalten. 

Wir wollen vor allem zusehen, auf welche kanonische Form 
sich die Daten des Problems zurückführen lassen. 

Sofort kann man eine Reduction ausführen, ähnlich wie bei 
einem gegebenen System simultaner Differentialgleichungen, für 
welches sich bekanntlich durch Vermehrung der Anzahl der 
gegebenen Gleichungen und der Anzahl der Funktionen ein 
System von Differentialgleichungen aufstellen lässt, die sämmt- 
lich von der ersten Ordnung sind. 

Setzt man in unserem Fall 

y' = Vi> y" — &' — &••• tf"-^ = y*-2 = y«-i, 

*' = yn, *" = yn = yn+i 

und nimmt dann zu den unbekannten Funktionen die Funktionen 
Vi* V*> ' ' ' un d dementsprechend die Differentialgleichungen l ter 
Ordnung hinzu: 

»' — &> sfi'— &,•••> 

so erkennt man, dass sich das Problem zuletzt auf eine Form 
reduciren lässt, in welcher alle unbekannten Funktionen in einer 
Ordnung auftreten, die nicht höher als die l te ist. 

Aendert man ferner auf geeignete Weise die Bezeichnungen, 
um sie symmetrischer zu machen, so kann man dem Problem 
die folgende Gestalt geben: 

Es liege das Integral 



x" 



I=j F(x, y lf y %9 • • • y/, &'• • •) 



dx 



vor und die Differentialgleichungen l ter Ordnung 



man soll die unbekannten Funktionen &>•&>**- derart ermitteln, 
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dass sie diesen Differentialgleichungen genügen und dass das 
Integral ein Maximum oder Minimum wird. Insbesondere können 
auch einige der unbekannten Punktionen nicht explicite in F 7 
dagegen in den Differentialgleichungen auftreten. 

Speciell können ferner einige der <p die Derivirten der un- 
bekannten Funktionen nicht enthalten und daher endliche Rela- 
tionen zwischen diesen Funktionen sein. 

Es lässt sich leicht zeigen, dass sich die beiden anderen oben 
aufgestellten Probleme, dasjenige des absoluten Maximums und 
Minimums und das zweite, in welchem die Werthe gewisser 
anderer gegebener bestimmter Integrale festgesetzt sind, in der 
vorstehend angegebenen Form darstellen lassen. 

Das Problem des absoluten Maximums und Minimums, bei 
welchem F die Derivirten der unbekannten Funktionen in höherer 
Ordnung, als der l ten , enthält, lässt sich offenbar leicht in die 
Form des Lagrange'schen Problems bringen; man braucht nur 
wie im Anfang dieses Paragraphen bei dem allgemeinen Fall 
die Annahmen 

y' = Vi, y"=yi' = y2,- 

zu machen. 

Was die sogenannten isoperimetrischen Probleme angeht, so 
soll das Integral I ein Maximum oder Minimum sein und sollen 
zugleich die Integrale I x , J 2 , • • • bestimmte Werthe haben. 

Ein solches Problem wird auf das Lagrange'sche durch das 
folgende Verfahren reducirt, das von Lagrange selbst herrührt. 

Es sei 



x" 



li =Jf i dx ■ ■ ■ ; 



wir fähren eine neue unbekannte Funktion y t ein, welche durch 
die Relation 



X 



y 1 =JF 1 dx 



X 



definirt wird, verbunden mit der Bedingung, dass sie für x = x 
Null werde und für x = x" dem festgesetzten Werth I t gleich- 
komme. 

Die Funktion y x wird auch durch die Differentialgleichung 
y x = F t definirt; das Problem reducirt sich daher darauf, I zu 
einem Maximum oder Minimum zu machen, während die Funk- 
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tionen y 7 z, • • • auch die Bedingungen erfüllen müssen, die durch 
die Differentialgleichungen y x ' = F t , y 2 ' = F 2 , • • • gegeben sind, 
in welche ausser den Funktionen y, z, • • • auch andere Funktionen 
Vi} Vif''' eingehen, für die jedoch die Bedingungen an den 
Grenzen festgesetzt sind. Wie man sieht, kommt man auf eine 
specielle Art der Probleme vom Lagrange'schen Typus zurück. 



§ 11. Das allgemeine Mayer'sche Problem. 

Wir nennen dieses Problem das Mayer'sche, obgleich schon 
Euler und Lagrange sich mit Aufgaben dieser Art beschäftigt 
haben, weil Adolf Mayer es zuerst allgemein nach der La- 
grange'schen Methode behandelt hat; Mayer, Das allgemeinste 
Problem der Variationsrechnung bei einer unabhängigen Variabelen, 
Leipz. Berichte, 1878 und 4. März 1895. Es lässt sich als eine 
directe Verallgemeinerung des Lagrange'schen ansehen. 

Setzen wir in dem Lagrange'schen Problem 



Vn + 



x 

1 =JFdx, 



so ist die Funktion y n + i von x aus den Bedingungen zu be- 
stimmen, dass sie für x = x' verschwinden, der Differential 
gleichung 

Vn + 1 = F 

genügen und überdies für 



x = x" 



ein Maximum oder Minimum werden soll. 

Die Verallgemeinerung ergibt sich dann sofort auf die 
folgende Art: 

Denken wir uns, es sei eine gewisse Anzahl von Differential- 
gleichungen 

<Pl = 0, 9> 2 = °; • * " ; 9>m = 

gegeben, welche x und die umbekannten Funktionen 

enthalten. 

Von den n ersten dieser Funktionen seien die Werfhe in den 
beiden Punkten x' und x" bestimmt und ebenso der Werfh von 
y n +i in dem Punkt x'. Man sott nun solche Werfhe dieser Funk- 
tionen ermittein, dass sie allen gegebenen Differentialgleichungen 
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und den für die Grenzen festgesetzten Bedingungen genügen, während 
Vn + i für x = x" ein Maximum oder Minimum wird. 

Wenn die Differentialgleichung, welcher y n -|-i genügt, die 
specielle Form 

hat, worin F die Grösse y n + 1 nicht mehr enthält, und wenn 
der dem y n +i f&r # = #' vorgeschriebene Werth Null ist, so 
kommt man auf das Lagrange'sche Problem zurück. 

In der zweiten der oben citirten Arbeiten dehnt der Ver- 
fasser die Lagrange'sche Multipücatorenmethode auf diesen all- 
gemeinsten Fall aus. 

Aehnliche Untersuchungen hat spater auch Ermakoff an- 
gestellt, Berichte der Universität Kiew, 1889, russisch; siehe 
Fortschr. der Math, Bd. 22, 1890, S. 381. 

§ 12. Die Lösung des Lagrange'schen Problems. 
Die Methode der Multiplicatoren. 

Das Lagrange'sche Problem wird mittelst der sogenannten 
Multipücatorenmethode gelöst, von der Lagrange mehr eine 
unmittelbare als durch Beweis herbeigeführte Erkenntniss gehabt 
hat, vergi, seine Theorie des fonctions andlytiques, S. 292; Calcid 
des fonctions etc., S. 460. Man kann sie als eine Ausdehnung 
der Euler'schen Methode der Behandlung der isoperimetrischen 
Aufgaben ansehen. 

Die Euler'sche Kegel hat Bertrand bewiesen, Liouville 7, 
S. 55, 1842 und viel später gab Du Bois-Reymond, Math. 
Ann., Bd. 15 zwei Beweise von ihr. 

Alsdann behandelte Scheeffer, Max. und Min. der ein- 
fachen Integr., Math. Ann., Bd. 25, S. 583 ein Problem, das er 
das isoperimetrische Problem auf Flächen nannte; er erörterte den 
Fall, in welchem Integrale gegeben sind, die bestimmte Werthe 
erhalten sollen, während zwischen den unbekannten Funktionen 
auch endliche Relationen festgesetzt sind, vergi, auch S. 594. • 

Schliesslich beschäftigte sich Mayer speciell mit dem all- 
gemeinen Fall, Begründung der Lagrange'schen Multiplicatorenr 
methode in der Variationsrechnung, Math. Ann., Bd. 26, S. 74; 
siehe auch Leipz. Berichte 1885. 

Neuerdings hat Turksma das Thema wieder aufgenommen, 
Begründung der Lagrange'schen MuUiplicatorenmethode in der 
Variationsrechnung durch Vergleich derselben mit einer neuen 
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Methode etc., Math. Ann., Bd. 47, S. 33; er gibt darin eine andere 
Lösungsmethode, welche zu denselben Gleichungen führt, wie 
auch die Lagrange'sche Methode; es wird damit also ein in- 
directer Beweis für die Richtigkeit der letzteren Methode ge- 
liefert. Zu gleicher Zeit gelang es ihm mit seiner Methode zu 
beweisen, dass andere Lösungen, als die durch die Lagrange'sche 
Methode gegebenen, nicht existiren, was aus den Arbeiten May er 's 
bisher nicht hervorgegangen war. 

Wir gehen nun zu der Lösung des Lagrange'schen Pro- 
blems in seiner allgemeinsten Form über. Wie wir in dem 
vorigen Paragraphen schon gesagt haben, kann man immer 
voraussetzen, dass in den Daten des Problems nur die ersten 
Derivirten der unbekannten Funktionen auftreten. 

Wir theilen dann die Bedingungsgleichungen in endliche 
und in Differentialgleichungen ein und nehmen an, die Anzahl 
der ersteren betrage m," 7 der letzteren m', und es seien n un- 
bekannte Funktionen 

ÄiÄi ••■>»» 
vorhanden. Wie gewöhnlich, sei 

I=j*Fdx 

das Integral, welches zu einem Maximum oder Minimum gemacht 
werden soll, und 

9>i = , qp 2 = , • • -, gw =0 

seien die Differentialgleichungen, 

^ = 0, ^ 2 = 0, • • -,> m " =0 

die endlichen Gleichungen. 
Wir bezeichnen mit 

Ms), "•*!»' (#)> f*iW, • • • Pm" (x) 
m' + m" unbestimmte Funktionen und bilden den Ausdruck 



*" 



x' x" 



■S 



• F x dx. 



X 



Wenn die q> und die # für jedes x Null sind, so ist das ge- 
gebene Integral ein Maximum oder Minimum, wenn das Integral «7 
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ein solches ist, und umgekehrt. Wir setzen die Variation dieses Inte- 
grals gleich Null, und geben ihr, wie gewöhnlich, die folgende Form: 



*" 



«+/ìfé-=8)'*+®-£S)*+-K 

worin Sl den nicht mit dem Integralzeichen versehenen Theil 
vorstellt, dessen Form ebenfalls bekannt ist; speciell in unserem 
Fall ist sie (vergi. § 3): 

Denkt man sich, man solle das absolute Maximum des Inte- 
grals von F t ermitteln, so hat man die verschiedenen Coeffi- 
cienten von 

in der Funktion unter dem Integralzeichen gleich Null zu setzen. 
(Ueber die Zulässigkeit dieses Verfahrens hat Adolf Mayer in 
seinen citirten Schriften durchaus strenge Untersuchungen an- 
gestellt.) Daraus ergeben sich die n Gleichungen: 

§f-Äi = ° (•-l.V",-) (•), 

die, mit den m + m" gegebenen zusammengenommen, 

n + m -f- m" 

Gleichungen zur Bestimmung der n -\- m -\- rn" unbekannten 
Funktionen y 7 A, ft liefern. 

Die Zahl m + m" muss kleiner als n sein, sonst würden 
die Bedingungen allein schon die Funktionen y bis auf die Con- 
stanten bestimmen oder wären überreichlich. 

Die ersten w! + *»" der Relationen (a) kann man als Be- 
dingungen zur Bestimmung der Funktionen A, ji auffassen; d. h. 
man kann sagen: wir disponiren über die willkürlichen Funk- 
tionen A, [i derart, dass die ersten w! + w" der Relationen (a) 
erfüllt werden. Die ganze Frage reducirt sich dann darauf, zu 
ermitteln, ob auch die übrigen Beziehungen (a) erfüllt sein 
müssen. Wenig streng ist die folgende Schlussweise: 

Weil alsdann in dem Ausdruck für die Variation von J 
unter dem Integralzeichen nicht mehr die Terme mit Sy lf -' y 
ày m ' 4-to" auftreten, sondern nur die Terme mit dy m > + m '>+i } --- 7 6y n 
und weil wir voraussetzen können, die gegebenen Differential- 
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gleichungen lieferten y 1} • • •, y m '+ m " als Funktionen der übrigen y 
und es blieben daher, wenn die Variationen der ersten y auf 
diese Art an die der übrigen gebunden sind, die Variationen 
dieser übrigen y unabhängig von einander, so können wir die 
Coefficienten von 

*!fm'+m"+i, • • -, 8y n 

gleich Null setzen; vergi, z. B. Jordan, Analyse, 3, S. 479. 
Diese Schlussweise bietet nicht die wünschenswerthe volle 
Strenge, weil wir a priori nicht mit Sicherheit die möglichen 
Verbindungen discutiren können, welche die gegebenen Diffe- 
rewferfgleichungen zwischen den unbekannten Funktionen her- 
stellen. Siehe darüber die Bemerkungen Turksma's auf S. 35 
der Math. Ann., Bd. 47. Hätte es sich nur um endliche Glei- 
chungen gehandelt, so könnte diese Art des Beweises als streng 
gelten. Diese Lücke, sucht nun A. Mayer in seinen citirten 
Arbeiten auszufüllen. Wir können aber hier nicht in die Einzel- 
heiten der Forschungen dieses Autors eingehen. 

Man nehme an, die Werthe der Funktionen yi,y* 9 m " 9 y n 
an den Grenzen seien festgesetzt, ebenso wie diese Grenzen 
selbst. Die Werthe an den Grenzen müssen natürlich so be- 
stimmt sein, dass den m" endlichen Gleichungen ^i=0, • • .^ m "=0 
durch sie genügt wird. Ueberdies wird dann die Grösse Sl 
Null, weil 

Syi =• ==äy n = ist. 

Wir wollen die Bestimmung der Constanten, die sich bei 
der Integration ergeben, näher untersuchen. 

Die Gleichungen (a) sind in Bezug auf die Funktionen y 
2 ter und bez. der X und p, V er Ordnung. Statt der Gleichungen 

<Ph = 
und 

^ = 
setzen wir die sich aus' ihnen ergebenden 

welche bez. der y ebenfalls 2 ter Ordnung sind. 

Die Gleichungen (a) lassen sich, wenn sie entwickelt und 
die Terme mit 
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aufgestellt werden, wie folgt, schreiben: 



WW 1 ^ ^dy ( 'dy, 



worin i von 1 bis n geht und 8 die Gesammtheit der Terme 
darstellt, welche weder irgend ein y", noch k' } noch irgend ein 
ff enthalten. 

Die Gleichungen (b) kann man dann schreiben 

§^ + .-. + ^; + T=o, 

worin T, R Ausdrücke sind, in denen kein y" vorkommt. 

Man erhält so im Ganzen ein System von n + m + m " 
linearen Gleichungen in y/', k' h , fy, deren Anzahl ebenfalls 
n + w' + m" ist. 

Damit alle diese linearen nicht homogenen Gleichungen 
sich nach den genannten Unbekannten auflösen lassen, ist es 
nöthig, dass die Determinante des Systems nicht Null sei. 
Sie lautet: 



d*F t d*F x dg> x d<p m . d^ x 0+, 



m 



dyi* ' 'dy[dy^>dy[> ' d y ; » d Vl ' ' dy t 



m" 



^i ... !* o ... o o ••• o 

dy; ' ' <>y' n > ' ' ' ' ' 

w '•""' ~w: ' °''*'' °' °''"' 

^,-, £ , o,.., o, o,.., 
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Wäre m' + w" grösser als w, so würde diese Determinante 
identisch Null sein; wie wir sahen, ist in der That auch aus 
einem anderen Grund der Fall tri + m" > n auszuschliessen. 

Wenn die Determinante von Null verschieden ist, so lassen 
sich die vorstehenden linearen Gleichungen nach den y" 9 À*, ff, 
auflösen. 

Wir wollen die Gleichungen, welche auf diese Art die 
Werthe der pj direct ergeben, bei Seite lassen und die übrigen 
n -f- w! Differentialgleichungen untersuchen. 

Führt man die neuen unbekannten Funktionen #1, • • -, z n 

ein, die durch 

d Vk 
Zk = dZ 

definirt werden, woraus 

.. dz k 

folgt, so erhält man ein System von 2 n-\-w! simultanen Differential- 
gleichungen erster Ordnung; sie sind auf die sogenannte Normal- 
form reducirt, d. h. nach den ersten Derivirten aller unbekannten 
Funktionen, die in unserem Fall aus den z 7 y und X bestehen, 
aufgelöst. Durch die Integration werden 2n -f- m Constanten 
eingeführt. 

Von den letzteren werden 2n durch die Werthe der Funk- 
tionen y an den beiden Grenzen x' und x" und die übrigen 
durch die Bedingung bestimmt, dass die Funktionen y den 
m Gleichungen q> == genügen müssen. Es ist hier zu be^ 

achten, dass wir uns bisher der Bedingungen -~ = bedient 

haben, die eigentlich 9? = Const. und nicht q> = ergeben 
würden. Unter Berücksichtigung der für y gefundenen Werthe 
erhalten wir mithin durch deren Substitution in q> ein Aggregat 
von Constanten allein, (x muss verschwinden), und setzt man eine 
solche Funktion der Constanten gleich Null, so wird damit eine 
Bedingung gegeben, welcher die Constanten genügen müssen. 

Die Gleichungen ^ ferner müssen identisch erfüllt sein, 
weil selbstverständlich, wie wir schon gesagt haben, die Werthe 
an den Grenzen so festgesetzt werden müssen, dass den tp ge- 
nügt wird. 

Wenn die oben besprochene Determinante Null ist, so lässt 
sich das System von Differentialgleichungen auf ein System 
von niedrigerer Ordnung zurückführen, welches sich also mit 

Pascal, Variationsrechnung. 4 
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einer geringeren Anzahl von Constanten integriren lässt. Die 
letzteren reichen daher nicht mehr zur Erfüllung aller Be- 
dingungen des Problems aus und man kann mithin im AU- 
gemeinen die erste Variation des gegebenen Integrals nicht 
gleich Null setzen; siehe Jordan, Analyse, 3, S. 506. 

Ueber die hier angestellten Betrachtungen bez. der Be- 
stimmung der Constanten vergi.: 

Mayer, Creile, Bd. 69, S. 240; 

Scheeffer, Math, Ann., Bd. 25, S. 559. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken, dass die im Anfang 
von uns gemachte Reduction, welche bezweckt, in den Daten 
des Problems nur die ersten Derivirten der unbekannten Funk- 
tionen erscheinen zu lassen, zwar den Vortheil hat, dass sie 
die Darlegung der Lösungsmethode vereinfacht, jedoch nicht 
nothwendig ist. Man könnte dieselbe Methode auch dann an- 
wenden, wenn Derivirte von höherer Ordnung vorhanden wären, 
und würde analoge Resultate erhalten. 

§ 13. Der specielle Fall isoperimetrischer Probleme. 

Wie wir schon bemerkt haben, lässt sich das isoperimetrische 
Problem so transformiren, dass es zu einem speciellen Fall des 
Lagrange'schen wird. Es ist deshalb selbstverständlich, dass, 
nachdem die Methode für die Auflösung des letzteren mit aller 
Strenge festgestellt ist, damit auch das erste Problem auf- 
gelöst wird. 

Es handelt sich darum, das Integral I zu einem Maximum 
oder Minimum zu machen, während andere Integrale I 1} J 2 , •••, I m 
bestimmte Werthe erhalten sollen. 

Es sei im Allgemeinen 



Ik= f F k dx. 



Wir führen weitere m, durch die Formeln 

X 

y n + k =lF k dx 

oder 

yù+k = F k 

definirte Funktionen ein, mit der Bedingung, dass sie für 
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x = x' verschwinden und für x = x" die festgesetzten Werthe 
li, lì, - - -, I m annehmen sollen. 

Man erhalt so den speciellen Fall des Lagrange'schen Pro- 
blems; in welchem die Differentialgleichungen die Form haben 

Vn+k — F k = 0, 

worin keine der Funktionen F die Funktionen 

oder ihre Derivirten enthält. 

Bei der Anwendung des allgemeinen Verfahrens hat man 
zu setzen: 

m 

* = .f + 2 M-F* — y«+*) 

und die Differentialgleichungen aufzustellen: 

d$ d d$ ^ 

dyl dx~dy[ > 

d$ d d$ 



dy n dxdy' n 



= 0, 



d$ d d$ r\ 



dy n+1 dxdy^ +1 
d& d d$ 



= 0. 



%y n + m dx dy' n + m 

Nun enthält F k weder y n +h noch y»+*$ die letzten m dieser 
Gleichungen reduciren sich daher einfach auf: 

dx x ' dx * 9 } dx 9 

d. h. also 

Ai = Const., • • -, km = Const. 

Damit werden aber die ersten n Gleichungen: 

m 



F d dF , V, / 8J * d 9F k \ 



die man auf die folgende Art auslegen kann: 
Man betrachte das Integral 



* m 



J=f(F+^X k F k )dx, 
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in welchem die A constante Grössen sind, und man solle es zu 
einem Maximum oder Minimum machen. 

Die Differentialgleichungen, denen die unbekannten Funk- 
tionen genügen müssen, sind eben die obigen n Gleichungen, 
wie man aus der allgemeinen Theorie weiss. 

Wir können daher behaupten, das allgemeine isoperimetrische 
Problem lasse sich dadurch auflösen, dass man das Integral J 
zu einem Maximum oder Minimum macht. Die m Constanten X 
werden dann durch die Bedingungen bestimmt, dass die m In- 
tegrale li , • • •, I m die festgesetzten Werthe haben müssen. 

Zu diesem Resultat war schon Euler gekommen; dass es 
richtig sei, wurde lange Zeit als eine Art von Axiom an- 
gesehen, bis man die Notwendigkeit erkannte, es strenger zu 
beweisen. 

Wir haben es als speciellen Fall aus der Lösung des 
Lagr angesehen Problems abgeleitet, dessen strenge Gültigkeit 
von Mayer, wie wir bereits ausgeführt haben, bewiesen worden ist. 

Eine der ersten Untersuchungen über die Genauigkeit der 
Euler'schen Lösung des isoperimetrischen Problems verdankt man 
Bertrand, Liouville, Bd. 7, S. 55, 1842; später beschäftigten sich 
damit Weier strass, Vorlesungen z. B. aus dem Jahr 1877; Du 
Bois-Reymond, Math. Ann., Bd. 15, S. 310 und S. 573 und 
Scheeffer, Math. .Ann.,.B<l 25, 8. 583, 

Du Bois-Reymond gibt in der citirten Schrift zwei Be- 
weise, von denen der erste die Anwendung einer Idee Reiffs 
ist (Inauguraldissertation über den Einfluss der Capilla/rkräfte auf 
die Form der Oberfläche einer bewegten Ilüssigkeit, Tübingen 1879, 
S. 8). Den zweiten Beweis hat Jordan in seinem Cours d'analyse 
reproducirt. 

Es wird sich empfehlen, hier einen dieser Beweise aus- 
einanderzusetzen. 

§ 14. Der Du Bois-Reymond'sehe Beweis der 
isoperimetrischen Regel. 

Es soll das Integral 



*" 



-/ 



J= I Fdx 



zu einem Maximum oder Minimum werden und zur gleichen 
Zeit sollen die durch die Formel 
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kdx 

gegebenen Integrale I lf • • -, I m bestimmte Werthe erhalten. 

Alsdann müssen die Variationen aller dieser Integrale Null 
sein; es muss also unter der Voraussetzung, dass für die ver- 
schiedenen unbekannten Funktionen die Werthe an den Grenzen 
festgesetzt und daher die Variationen an diesen Grenzen Null sind, 



*" 



dl — 






*" 






sein. 



Die Variationen dy tf • • -, 6y n in dem ersten Integral sind 
nicht unabhängig von einander, sie sind vielmehr durch die 
m Bedingungen 

dl k = 
miteinander verbunden. 

Man setze 

Syi — doyi + Qiätyx -| |- Q m ò m y ly 



ày n = S y n + QiSiy* -\ 1- Q m S m y n9 

worin die Grössen q Constanten, bedeuten und <? , <?i, • • -, 
die Symbole von m + 1 Systemen von Variationen der Punk- 
tionen y vorstellen. 

Wie nun auch das System von Variationen 

die den m Bedingungen d I k = unterworfen sind, beschaffen 
sein möge, jedenfalls lassen sich solche Constanten q finden, 
dass den vorstehenden Relationen genügt wird und dabei die 
Variationen <? , S 1} • • -, 8 m ihrerseits vollständig willkürlich 
bleiben; mit anderen Worten: man kann zeigen, dass man die 
Variationen <? , #i, • • -, d m durchaus willkürlich annehmen kann 
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und dass man die Constanten g zu gleicher Zeit immer so be- 
stimmen kann, dass òy 1} • • -, dy n den Bedingungen d I k — 
genügen. Man braucht nur zu substituiren und erhalt , wenn 
reducirt wird, die Relation: 

Solk + QlSiIk + • • • + Qmd m Iic = 0, 

welche für h = 1, 2, • • •, m ein System von m linearen nicht 
homogenen Gleichungen in Bezug auf die Constanten q liefert 
Die Variationen <?i, • • -, d m sind an die einzige Bedingung ge- 
bunden, dass sie die Determinante 

dili - - • d m li 



dilm ' ' * ä m I m 

nicht zu Null machen dürfen, während die Variation d voll- 
ständig willkürlich bleibt. 

Substituirt man die Werte von dyi 9 • • -, dy n in die Gleichung 
dl=0 und setzt alsdann für Q lf •••,(>»» ihre Werthe, so ergibt 
sich dasselbe Resultat, welches man auch aus den Gleichungen 

SI + Qtdtl H + Q m d m I = 

und 

durch Elimination von q erhalten würde, nämlich das Resultat 

X X 

SqI + -r- Soll + # • - + T~ *oZn = 0, 

*o 

worin die Grössen Ä die Unterdeterminanten der Matrix 



1 1 - - • S m I 
dili • • • S m Ii 

dl Im ' * * dmlm 

sind und A die Determinante bedeutet, die man aus dieser 
Matrix durch Weglassen der ersten Zeile erhält. 

Verfügt man über die willkürlichen Variationen <?i, 
so lässt es sich so einrichten, dass 



my 



m 



X } 



9 x, 



willkürliche Werthe haben. 
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Man kommt daher zu dem folgenden Resultat: 

Um das Problem aufzulösen, muss man die Variation 

setzen, in welcher d das Symbol einer vollständig willkürlichen 
Variation vorstellt; d. h. es sind die Variationen 

#oyi, ^0^2, • • -, à y n 

als vollständig willkürlich und daher von einander unabhängig 
anzusehen und die (i sind beliebige Constanten, die dann durch 
irgend welche Bedingungen bestimmt werden, wie z. B. in dem 
vorliegenden Problem durch die Bedingungen, dass die In- 
tegrale I k die festgesetzten Werthe haben sollen. Auf diese 
Weise sind wir wieder auf die isoperimetrische Regel zurück- 
gekommen. 
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Bei dem allgemeinsten Problem in § 12, also dem Lagrange- 
schen, auf welches sich bekanntlich alle diejenigen zurückführen 
lassen, in denen es sich darum handelt, ein bestimmtes Integral 
zu einem Maximum oder Minimum zu machen, haben wir ein 
Kriterium aufgestellt, um zu bestimmen, unter welchen Um- 
ständen es möglich ist, die erste Variation des Integrals zu 
annulliren; wir hatten gefunden, dass eine gewisse Determinante 
von Null verschieden sein muss, weil sonst die Anzahl der 
sich ergebenden Constanten im Allgemeinen* nicht ausreichen 
würde, um alle Bedingungen dieses Problems zu erfüllen. Wir 
wollen jetzt das allgemeine Resultat auf die hauptsächlichsten 
speciellen Fälle anwenden. 

Nehmen wir an, es handele sich um das Problem des 
absoluten Maximums, es seien n unbekannte Punktionen vor- 
handen und in F träten nur die ersten Derivirten auf. 

Alsdann lässt sich das Kriterium bez. der Möglichkeit 
des Verschwindens der ersten Variation unmittelbar aus 
dem des § 12 ableiten, indem man m' und w!' gleich 
Null setzt. 

Beachtet man, dass in diesem Fall F t identisch mit -F »ist, 
so ergibt sich, dass die Determinante 
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d*F 



1 d*F 



c*F 

ty'n* 



von Null verschieden sein muss. 

Dies ist die Hesse'sche Determinante von F, wenn F als 
Funktion von yi, yi, - - -, y'n betrachtet wird. Daraus folgt: 

Wenn es sich um ein Problem des absoluten Maximums handelt 
und die zu integrirende Funktion nur die ersten Derivirten der 
unbekannten Funktionen enthalt, so ist es nöfhig, damit das Problem 
allgemein lösbar sei, dass die Hesse' sehe Determinante von F, (die 
letztere Grösse als Funktion der ersten Derivirten betrachtet), von 
NuU verschieden sei. 

Ist nur eine einzige unbekannte Funktion y vorhanden, so 
wird daraus einfach die Bedingung, dass die zweite Derivirte 
von F nach y' von Null verschieden sein muss. 

Nehmen wir nun den allgemeineren Fall an, in welchem es 
sich wieder um das absolute Maximum handelt, aber in F die 
n unbekannten Functionen mit ihren Derivirten bis zur r ten Ord- 
nung auftreten« 

Wir wollen suchen, das allgemeine in § 12 entwickelte 
Kriterium anzuwenden. Wir reduciren zuerst die Formeln derart, 
dass nur die ersten Derivirten auftreten, und führen daher die 
neuen unbekannten Funktionen ein: 



F wird dann eine Funktion von 



y (r - 1} . 



• -, y^r-i 



d. h. also, es treten in F nur die ersten Derivirten der n letzten 
Funktionen allein auf. 

Die Differentialgleichungen, die dem Problem hinzuzufügen 
sind, lauten: 

yi — yi,i = 0, yi',i — yi, 2 = 0, . . ., t/i, r _ 2 — yi,r-i = 0, 



• • « 



y'n — y n ,i = 0, yn,i — y fh 2 = 0, . . -, y^r-% — y«,r-i = 0; 
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ihre Anzahl n (r — 1) wollen wir gleich m' setzen. Wir be- 
zeichnen die linken Seiten dieser Differentialgleichungen mit 
<Pi> 9>a> * ' *; <Pm', und bilden die Determinante wie in § 12. 
Der specieUen Form von F und der q> wegen werden viele 
Elemente der Determinante gleich Null. 
Da ferner 

F ± = F -f- A x q> t + • • • + Am' <p m ' 

ist und die qp die ersten Derivirten der y höchstens im ersten 
Grade enthalten, so sind die zweiten Derivirten von F t in 
Bezug auf diese ersten Derivirten identisch mit den zweiten 
Derivirten von F. Von diesen zweiten Derivirten sind nur die- 
jenigen der folgenden Matrix 

d*F d*F 



2 



»C- 



^ir-l^v-l 




welche in der totalen Matrix der Determinante enthalten ist, 
von Null verschieden. 

Was die Derivirten der g> nach yf angeht, so werden sie 
offenbar entweder Null oder der Einheit gleich. 

Ueberdies werden, weil in den <p niemals ein 

Sfir-i (* — 1, 2, • • -, n) 

enthalten ist, die Elemente, welche mit denen der vorstehenden 
Matrix in derselben Zeile oder Golumne stehen, sämmtlich Null. 
Da ferner keine zwei g> existiren, welche dieselbe erste Deri- 
virte enthalten, so sind die Elemente, welche gleich 1 werden, 
so angeordnet, dass niemals zwei von ihnen auf derselben Hori- 
zontalen oder Verticalen erscheinen; und weil auf der anderen 
Seite in den q> die ersten Derivirten aller Funktionen mit Aus- 
nahme derjenigen auftreten, bei welchen der zweite Index r — 1 
ist, so sind diese Werthe 1 so angeordnet, dass nur einer in 
jeder Zeile und nur einer in jeder Colmane auftritt. Davon 
sind nur die Zeilen und Columnen ausgenommen, welchen die 
Elemente der obigen Matrix angehören; alle übrigen Elemente 
sind Null. 

Man sieht mithin, dass sich die Determinante schliesslich 
auf das Product der Zahlen 1 mit der durch die obige Matrix 
dargestellten Determinante reducirt, welche sich, wenn man 
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setzt, in 



(r) 



d*F 



d*F 



dtfdyV 



d*F 



dy^dy? 



d*F 



verwandelt, d. h. in die Hesse'sche Determinante von jF (die 
letztere Grösse als Punktion der r ten Derivirten betrachtet). 

Zu demselben Resultat kommt man auch auf kürzerem 
Wege, wenn man das System von Differentialgleichungen be- 
achtet, zu welchem die Bedingung führt, dass die erste Varia- 
tion des Integrals verschwinden soll, und wenn man mit Hülfe 
der Theorie der Systeme simultaner Differentialgleichungen die 
Bedingung ausdrückt, unter welcher sich dieses System mit 
2nr willkürlichen Constanten integriren lässt; d. h. mit so viel 
Constanten, als nöthig sind, damit sich die Werthe von y 17 • • •, y n 
und ihrer r — 1 ersten Derivirten an den beiden Grenzen 
willkürlich festsetzen lassen. Man erhält also den Satz: 

Soll es möglich sein, die erste Variation eines bestimmten 
Integrals, wenn die zu integrierende Funktion F die Derivirten 
der n unbekannten Funktionen bis zur Ordnung r enthält, zu annuir 
Urem, so ist dazu nöthig, dass die Hesse' sehe Determinante von F, 
das letztere als Funktion der r*™ Derivirten betrachtet, von Null 
verschieden sei; Lipschitz, Creile, Bd. 65, S. 28. 

Liegt nur eine einzige Funktion vor, n= 1, so ergibt sich, 
dass die zweite Ableitung von F nach der r*** Derivirten der ein- 
zigen unbekannten Funktion von NuU verschieden sein muss, wie 
wir schon in § 7 direct gefunden haben; Jacobi, Zur Theorie 
d. Variationsr. u. d. Differentiaigl., Creile, Bd. 17, S. 68, 1837. 

Wir wollen nun schliesslich dazu übergehen, den Fall der 
isoperimetrischen Probleme zu betrachten. 

Benutzt man dieselbe Bezeichnung, wie in § 13 und setzt: 

9>i = -f 7 ! — Vn+l, 



und 



tpm — -Em y«-f-m 
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so erkennt man leicht, dass die in Frage kommende Deter- 
minante durch das folgende Schema gegeben ist: 



m 



m 



W ' Win 


• .. 





ZF l 8F m 

8y{ dy' n 


0*# d*# 


• • . 





»vi ty'n 


o ... 


o • • . 





— 1 ••• 


o ... 


. . 





o ... —1 


ty[ dy'n 


_1 ... 





••• 


cyi dy n 


o • • . - 


-1 


••• 



ihr Werth ist offenbar bis auf das Vorzeichen mit dem Werth 
der Determinante 



dy± % 



d*$ 



dyidy'n 



d*$ 



Wvi 






identisch, welche die Hesse'sche Determinante der als Funktion 
der yf betrachteten Grösse 4> vorstellt. Man hat daher den Satz: 
Soll man die erste Variation des bei dem allgemeinen Problem 
der isoperimetrischen Aufgaben gegebenen Integrals armuUiren Jcönnen, 
so ist es nöthig, dass die Hesse' sehe Determinante von 



m 

O — F + JfltFt 

1 



worin die X Constanten bedeuten und die F die verschiedenen zu 
integrirenden Funktionen der gegebenen Integrale sind, von Null 
verschieden sei. 
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§ 16. Die zweite Variation der bestimmten Integrale. 
Einleitendes. Die Litteratur über das Problem. 

Wenn man die erste Variation des Integrals zu Null gemacht 
hat, so folgt daraus nicht ohne Weiteres, dass das Problem des 
Maximums oder Minimums nunmehr gelöst sei, weil das Ver- 
schwinden dieser Variation eine nur nothwendige, aber nicht 
ausreichende Bedingung für die Existenz des Maximums oder 
Minimums ist. 

Für denjenigen, welcher die Principien der Differential- 
rechnung und die Theorie der Maxima und Minima der Funk- 
tionen einer oder mehrerer Variabelen kennt, kann die Sache 
nichts Ueberraschendes haben, weil auch in dieser Theorie be- 
kanntlich die Untersuchung der zweiten oder unter Umständen 
noch höherer Derivirten nöthig ist, um sich nicht nur zu über- 
zeugen, ob thatsächlich ein Maximum oder Minimum vorliegt, 
sondern auch um ein Kriterium zu erhalten, aus dem sich 
a priori ergibt, ob es sich um ein Minimum oder um ein 
Maximum handelt. 

Ebenso muss man in der Variationsrechnung die Unter- 
suchung der sogenannten zweiten Variation zu Hülfe nehmen. 

Wenn 9 wie gewöhnlich, eine Funktion von x, y 7 y\ • • • 
bedeutet und man den Variabelen y, y' y • • • die Zuwächse 

öy y dy, • • • 

gibt, so ist der Zuwachs, welchen dadurch O erleidet, unendlich 
klein (wobei, wie bisher, alle nöthigen Bedingungen der Stetig- 
keit, Derivirbarkeit etc. vorausgesetzt werden). Der Theil des 
Zuwachses von der niedrigsten Ordnung ist die erste Variation; 
von dem ganzen übrig bleibenden Theil bildet die Gesammtheit 
aller Terme der niedrigsten Ordnung die zweite Va/riaMon, die mit 
d 2 bezeichnet wird. 

Nach den Sätzen der Differentialrechnung ist diese zweite 
Variation 

«■•-K£v+*i&w+SSw+-)* 

wenn x als unveränderlich vorausgesetzt wird. 

Offenbar erhält man d 2 aus dQ, wenn man mit dieser 
ersten Variation noch einmal auf dieselbe Art verfährt, wie 
man verfahren hat, um die erste Variation zu erhalten und dabei 



i 
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annimmt, x und daher auch dy, dy, •••, welche Funktionen von 
x allein sind, würden nicht variirt. 

Wenn O ein Maximum oder Minimum sein soll, so muss 
sein unendlich kleiner Zuwachs ein constantes Vorzeichen haben, 
wie auch die unendlich kleinen Variationen 

dy, dy', • • • 

beschaffen sein mögen; es ist mithin nöthig, dass diejenige Varia- 
tion von } welche zuerst nicht Null wird, von gerader Ordnung 
sei, sonst würde sich das Vorzeichen des Zuwachses von O 
durch Aenderung der Vorzeichen von dy, dy, • • • ändern lassen. 
Nimmt man ferner an, die zweite Variation sei von Null ver- 
schieden, so ist es demgemäss nöthig, dass sie ein constantes 
Vorzeichen habe und speciell Constant positiv für ein Minimum 
und Constant negativ für ein Maximum sei. 
Wir wollen nun ein bestimmtes Integral 



*" 



I=fF(x,y,y',---) 



dx 

betrachten. Wir wissen, dass wir uns bei dem Studium des 
Problems des Maximums oder Minimums immer darauf be- 
schränken können, zuerst den Fall zu untersuchen, in welchem 
die Grenzen x', x" fest liegen und die Werthe der Funktionen 

in diesen Grenzpunkten bestimmt sind. 

Setzt man voraus, die Bedingungen, unter welchen die 
zweite Variation eines Integrals dem Integral der zweiten Varia- 
tion der Funktion unter dem Integralzeichen gleich ist, seien 
erfüllt, (diesen Bedingungen genügen z. B. die gewöhnlich vor- 
kommenden Funktionen, vergi. § 2), so lautet die zweite Varia- 
tion von I 



x" 



Die Grösse unter dem Integralzeichen ist ein homogener 
Ausdruck zweiten Grades in Bezug auf dy, dy', dy", • • • und, 
wenn F nicht eine, sondern mehrere unbekannte Funktionen 
ViìVì) ' * *; #» enthält, so ist die zu integrirende Grösse immer 
ein homogener quadratischer Ausdruck in Bezug auf 
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und daher vom Typus 

2j C ^ hk dyfdyf )Sy i dy J > 

worin die Summirung sich über alle Combinationen ijhk zu 
erstrecken hat und die c gleich 1 oder 2 sind. 

Wir haben mithin zu [untersuchen, wann dieses Integral 
von Null verschieden ist und die Bedingung zu ermitteln, unter 
welcher es dasselbe Vorzeichen behält, wie man auch die Werthe 
der Variationen öy y 6y f • • • auf jede mit den Bedingungen des 
Problems verträgliche Art abändern möge. 

Die ersten Untersuchungen über die zweite Variation hat 
Legendre angestellt; Mein, de VAcad. des sciences, 1786, 
S. 7 — 37. Derselbe Verfasser hat dann in dem folgenden Band 
der Pariser Memoiren, 1789, S. 348, einige Verbesserungen 
an dieser Abhandlung angebracht. Vergi, die Bemerkungen 
Stäckel's am Ende des Buches: Ostwald's Klassiker der exacten 
Wissenschaften, Nr. 47, Äbh. über Variationsrechnung, 2. Theil, 
Leipzig 1894. 

Ueber die Irrthümer Legendre' s existirt eine Schrift 
Brunacci's: Sui criterii per distinguere i massimi e minimi 
nelle espressioni integrali, Mem. delT Istit. Nazionale Italiano, 
Bd. 1, Thl. 2, Bologna 1806, S. 191. 

Lagrange hat sich in Kap. 12 des 2. Theils seiner Theorie 
des fonetions analyt, Werke, Bd. 9, S. 296 u. ff. kurz mit dieser 
Frage befasst und unter einer anderen Form eigentlich nur 
die Untersuchungen Legendre's wiederholt, dabei aber nicht 
Legendre selbst als seine Quelle angegeben, sondern nur den 
betr. Band der Pariser Memoiren von 1786. Dies war wahr- 
scheinlich der Grund, weshalb Jacobi, als er denselben Gegen- 
stand wieder aufnahm, sich bei der Angabe seiner Vorgänger 
irrte; siehe die Bemerkungen Stäckel's a. a. 0. 

Lagrange fügte eine sehr wichtige Bemerkung über den 
Wechsel des Vorzeichens eines Integrals hinzu, falls die Funktion 
unter dem Integralzeichen zwar dasselbe Vorzeichen behält, aber 
in irgend einem Punkt unendlich gross wird; siehe seine Werke, 
Bd. 9, S. 303. 
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Die Bedingungen Legendre's und Lagrange's wurden 
mehr oder weniger genau in den Schriften von Dirksen und 
Ohm reproducirt; Dirksen, Analyt Darst. der Variations- 
rechnung etc., Berlin 1823; Ohm, Die Lehre vom Grrössten und 
Kleinsten, Berlin 1825. 

Mit Jacobi, Zur Theorie der Variationsrechnung und der. 
Differentialgleichungen, Creile, Bd. 17, S. 68, 1838 (dieselbe 
Arbeit findet sich in Uebersetzung auch in dem Jowrn. de LiouviUe, 
Bd. 3, 1838), beginnt eine neue Aera für die Theorie der zweiten 
Variation. 

An die Schrift Jacobi' s schliesst sich dann eine Reihe von 
zahlreichen Arbeiten an, in denen auf verschiedene Art einzelne 
Theile der Jacobfschen Abhandlung, die er ohne Beweis ge- 
lassen hatte, weiter entwickelt werden. 

Dazu gehören: 

Le Besgue, Formule de Vandermonde et théorème de Jacobi, 
Liouvüle, Bd. 6, S. 17, 1841; 

Delaunay, Sur la distinction des maxima et des minima dans 
Us questiona, qui dépendent de la méthode des variations, 
LiouviUe, Bd. 6, S. 209; 

Bertrand, Demonstration d'un théorème de M. Jacóbi, Journal 
de l'École Polyt., Cah. 28, S. 276, 1841; 

Mainardi, Bicerche sul calcolo delle variazioni, Annali di Tor- 
tolini, Bd. 3, S. 142 und 379, 1852; 

Brioschi, Sul teorema di Jacóbi e sui criteri etc., Ann. di 
Tortolini, Bd. 3, S. 322, 1852; 

Eisenlohr, Unters, über VaricUionsrechn., Disseri, Mann- 
heim 1853; 

Spitzer, Ueber die Criterien des Grössten und Kleinsten bei 
den Problemen der Variationsrechnung, Sitzungsberichte 
der Wiener Academie, Bd. 12, S. 1014, 1854; Bd. 14, 
S. 41, 1854; 

Heine, Bemerkungen zu Jacobi's Abh. etc., Creile, Bd. 54, 
S. 68, 1857; 

Hesse, Ueber die Kriterien des Max. und Min. der einfachen 
Integrale, CreUe, Bd. 54, S. 227; 

Min ding, Ueber die Transformationen, wdche in der Variations- 
rechnung etc., CreUe, Bd. 55, S. 300, 1858; 

Horner, On Jacóbi's reduetion etc., Quart. Journ., 14, S. 218, 
1876. 
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Den Fall, in welchem mehrere unbekannte Funktionen vor- 
kommen und zwischen ihnen Differentialbeziehungen bestehen, 
hat zuerst C leb seh behandelt: 

C leb seh, Uéber die Reduction der 2 ten Variation auf ihre ein- 
fachste Form, Creile, Bd. 55, S. 254, 1858; 
C leb seh, üeber diejenigen Probleme der Variationsrechnung etc., 
Creile, Bd. 55, S. 335. 
Eine dritte Arbeit von C leb seh über denselben Gegenstand, 
die sich aber auf die vielfachen Integrale bezieht, werden wir in 
§ 27 besprechen. 

Lipschitz folgte in seinen Schriften über dieses Problem 
und die sogenannten Transformationen der zweiten Variation 
einer anderen Methode: 
Lipschitz, Beiträge zur Iheorie der Variation der einfachen 
Integrale, Creile, Bd. 65, S. 26, 1864. 
Seine Methode hat später Mayer auf die relativen Maxima 
und Minima ausgedehnt: 

Mayer, Uéber die Kriterien des Maximums und Minimums 
der einfachen Integrale, Creile, Bd. 69, S. 238, 1868. 
Andre Untersuchungen sind von: 
Stern, Uéber die Bestimmung der Constanten in der Variations- 
rechnung, Gott. Abhandl. 13, 1868; 
Lundström, IHstinction des max. etc., Nova acta soc. Upsa- 
liensis, Serie 3, Bd. 7, 1869, worin der Autor ein specielles 
isoperimetrisches Problem behandelt; 
Erdmann, Zeitschr. f Math, Bd. 23, S. 362; 
Krey, Die Kriterien des Maximums etc. Siehe Fortschritte 

der Math., Bd. 7, S. 237, 1875; 
Mayer, Die Kriterien des Maximums etc., Math. Ann., Bd. 13, 
S. 53, 1878. Der Verfasser behandelt in dieser Arbeit 
auf ganz specielle Art den isoperimetrischen Fall und be- 
weist ein gewisses Reciprocitätsgesetz, von dem später 
die Bede sein wird. 
Mayer, Leipziger Berichte, 1884, S. 99 und 1896, S. 436. 
Hierin handelt es sich um den Fall, in welchem auch 
die Grenzen variabel sind. 
Scheeffer, Die Maxima und Minima der einfachen Integrale 
zwischen festen Grenzen, Math. Ann., Bd. 25, S. 522 u. 594, 
1885; 
, Culverwell, Lond. Phil Trans., Bd. 178 (A), S. 95; 
Winkler, Wiener Berichte, Bd. 97, S. 1065; 
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von Escherich, Zur Theorie der &* n Variation, Wien. Ber 7 

Bd. 97, Thl. 2, S. 1416; Bd. 99, S. 1463; 
Ermakoff, Kiew. Univ., Nr. 9, 1891 (russisch). 

Auf die neueren Forschungen von Weierstrass, welche er 
in seinen Vorlesungen dargelegt hat, bezieht sich 

Zermelo, Untersuchungen zur Variationsrechnung, Dissert., 
Berlin 1894. 
Die hierher gehörigen Arbeiten Zmurko's über den all- 
gemeinen Fall der mehrfachen Integrale enthalten Fehler: 
Zmurko, Ein Beitrag zur Variat. etc., Krakauer Denkschr. 2, 

1876 (polnisch); 
Zmurko, Theorie der relativen Maxima und Minima bestimmter 
Integrale, Wiener Denkschr., Bd. 36, S. 235, 1876. 
Man sehe darüber nach: 
Mertens, Uéber die Osculationsfunktion des Herrn Zmurko, 

Krak. Denkschr. 2; 
Mertens, Schiömüch's Zeitschr., Bd. 21, S. 142 und 
die Bemerkungen Mayens in den Fortschritt, d. M., Bd. 8, 
S. 220 u. ff. sowie die Antwort von 
Zmurko, Krak. Denkschr., Bd. 3, 1877. 

Ueber die Variationen von höherer als der 2 tea Ordnung, 
wenn auch die zweite und dritte Variation Null sind, gibt es 
nur sehr wenige Arbeiten. Wir citiren: 
Erdmann, Schlömüch's Zeitschr., Bd. 22, S. 324, 1876 und 

Bd. 26, S. 73, 1881; 
Zmurko, Wiener Denkschr., Bd. 37, S. 43, 1876. 

Diese Schriften lassen jedoch viel zu wünschen übrig. 
Eine Formel für die Derivirten höherer Ordnung, die Erdmann 
in seiner zweiten Arbeit (S. 76) benutzt hat, ist auf E. Fergola 
zurückzuführen; siehe die Bend. Acc. } Neapel, Bd. 21, S. 161, 1882. 
Kritische Bemerkungen von grösster Wichtigkeit über die 
wahre Bedeutung, welche den Resultaten beizulegen ist, die man 
in der Variationsrechnung bez. der Existenz oder Nichtexistenz 
der Maxima und Minima gewöhnlich erhält, verdankt man 
Ludwig Scheeffer, welcher der Wissenschaft und seinen kriti- 
schen Studien nur zu schnell entrissen worden ist: Uéber die Be- 
deutung der Begriffe Maximum und Minimum in der Variationsrech- 
nung, Math. Ann., Bd. 26, S. 197; Leipz. Berichte 1885, S. 92. 1 ) 



1) Erst nach der Veröffentlichung des Pascal'schen Werkes sind er- 
schienen: die Abhandlung von Escherich, Die zweite Variation der ein- 

Pascal, Variationsrechnung. 5 
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§17. Allgemeine Erörterung des Problems der Transformation 

der zweiten Variation. 

Die zweite Variation des Integrals hat, wie wir im vorigen 
Paragraphen gesehen haben, die Form 



x" 



g*I-fa(dy 19 dy 2 , • • ., dy; 9 dy 2 ', . . ., d yi ", • • •)**, 
worin Ä eine quadratische Form in Bezug auf die Grössen 

s Vi, *y%, •••, s Vi, ••• 

ist. Die letzteren sind willkürliche Funktionen von x und nur 
den gewöhnlichen Bedingungen bez. der Continuität, Derivirbar- 
keit etc. unterworfen. Wenn diese Argumente, die wir fiir den 
Augenblick z 1} z 2) • • • nennen wollen, sämmtlich von einander 
unabhängig wären (was nicht der Fall ist, weil z. B. dy x ' von dy t 
abhängt, wenn auch Sy t willkürlich ist), so würde es keine 
Schwierigkeiten machen, zu ermitteln, in welchem Fall d 2 1 ein 
constantes Vorzeichen hat. 

Es würde dazu genügen, wenn die quadratische Form Ä 
zwischen den Integrationsgrenzen für alle beliebigen z l7 z 2} • • • 
und jeden beliebigen Punkt x zwischen diesen Grenzen immer 
dasselbe Vorzeichen behielte. 

Denn es ist vor allen Dingen klar, dass, wenn ß für jedes 
zwischen x' und x" gelegene x ein constantes Vorzeichen hat 
und zwischen diesen Grenzen niemals unendlich gross wird, auch 
das Integral ö 2 I ein constantes Vorzeichen hat und speciell 
dasselbe wie Ä, wenn x' < x" ist. 

Die Bedingung, dass & in keinem Punkt unendlich gross 
werden darf, wurde von Lagrange in seiner Darstellung der 
Legendre'schen Forschungen hinzugefügt; siehe seine Werke, Bd. 9, 
S. 303. 

Er hat das folgende Beispiel angeführt: 

Die Funktion 

l 

(l - *)» 
ist für reelle x immer positiv. 

fachen Integrale, Wiener Berichte, Bd. 107, Abth. 2, S. 1191, 1267, 1383 
(1898), sowie die, neue Bahnen einschlagende, wichtige Arbeit von Eneser, 
Ableitimg hinreichender Bedingungen des Maximums oder Minimums ein- 
facher Integrale aus der Theorie der zweiten Variation, Math. Ann., Bd. 61, 
S. 321, 1899. 
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Ihr Integral lautet 

x 

l — x' 
welches, zwischen den Grenzen 

x = -y, x = 2 

genommen, eine negative Grösse, nämlich — 3, liefert, weil die 

Funktion 

l 

(l - *)» 

für x = 1 , also für einen zwischen den Integrationsgrenzen 
liegenden Werth von x, unendlich gross wird. 

Nehmen wir nun an, das Integral solle ein constantes Vor- 
zeichen, z. B. das positive haben. 

Wenn alsdann & in einem Punkt z. B. in x zwischen x f 
und x" und für ein gewisses System von Werthen der dy 17 dy 2 , • • • 
das negative Vorzeichen hat, so lässt sich immer in Folge der 
angenommenen Stetigkeit von & ein ganzes Intervall um x finden, 
in welchem Ä negativ ist; die Endpunkte dieses Intervalls seien 
x 1 und x 2j und 

seien die Funktionen von #, für welche £1 in dem Intervall 
x l7 x 2 negativ ist. Wir wollen nun eine beliebige stetige Funk- 
tion k(x) von x bilden, welche in den Intervallen x'x x und 
x"x 2 Null und in dem Intervall x li x % positiv wird und wollen 

setzen. 

Für diese Werthe ist Sl offenbar für jedes x entweder Null 
oder negativ; mithin muss das Integral von Ä der Voraus- 
setzung zuwider negativ sein. Wir schliessen daraus, dass, wenn 
d 2 I Constant positiv sein soll, es nothwendig ist, dass es auch 
Ä sei. 

Natürlich ist diese Schlussweise nicht mehr gültig, wenn 
z ly s 2 , • • • von einander abhängig sind, weil wir alsdann nicht 
länger willkürlich über sie verfügen können, was doch für unsere 
Folgerungen durchaus nöthig ist. 

Da bietet sich, wie von selbst, der folgende Gedanke dar: 

Man nehme an, es seien n von den 19 # 2) • • • als von ein- 
ander unabhängig anzusehen und die übrigen als abhängig von 
diesen ersten n. 
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Wenn z. B. n unbekannte Funktionen und ihre Derivirten 
vorkommen, so sind dy t , • • •, Sy n unabhängig von einander, 
dagegen dy t ' } dy 2 ', • • • , dy/', 8y%, • • • von den ersteren abhängig. 

Gelingt es uns nun, die quadratische Form & in einen 
Ausdruck zu transformiren, welcher bis auf integrirbare Theile 
ebenfaUs eine quadratische Form in Bezug auf nur n neue von 
einander nicht abhängende Variabelen ist, so können wir auf 
das so transformirte & das vorstehende Kriterium anwenden und 
das Problem vollständig lösen. 

Das Problem der Transformation der zweiten Variation 
besteht also darin: 

Man transformire die in den 

ày u • • -, ày nj Sy^ . • -, òy' n , dy t " - • • 

quadratische Form Sl in die Summe des vollständigen Differentialr 
quotienten einer quadratischen Form Ä 2 , welche für x = x' und 
x = x" verschwindet, und einer anderen nicht mehr in den ur- 
sprünglichen Variabden, sondern in n neuen Variabelen, quadrar 
tischen Form & t . Diese neuen Va/riabdm, die wir der Symmetrie 
wegen dY lf • • -, dY n nennen wollen, sind linear am den ersteren 
gebildet und sind unter sich durchaus unabhängig. Sl x und ß^ 
dürfen zwischen den Integrationsgrenzen niemals unendlich gross 
werden. 

In einer Formel lässt sich dieses so ausdrücken: 

ß = /- ä« + &i- 

Integrirt man zwischen den Grenzen #', x" und beachtet 
die dem ßg zuertheilte Eigenschaft, so erhält man sofort 

x" x" 

d 2 i=jadx=fa 1 dx. 

x' x' 

Soll also d 2 J ein constantes Vorzeichen haben, so ist es nöthig 
und hinreichend, wenn Sl x ein solches hat. 

Wird i& 2 i n den beiden Grenzpunkten nicht Null, so erhält 
man noch einen Term ausserhalb des Integralzeichens und es 
wird dann nicht mehr so leicht sein, die Bedingung zu ermitteln, 
unter welcher d 2 J ein constantes Vorzeichen hat. 

Setzt man voraus, Ä enthalte 

ày i} äy/r^dy? (t — 1,2, ••.,»), 
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so kann in Ä 2 offenbar dyP nicht vorkommen, denn sonst würde, 
wenn man nach x differenzirt, die Derivirte von Ä 2 selbst- 
verständlich dyi r+1) enthalten und aus der obigen Formel könnte 
man folgern, dass diese Grösse auch in Ä vorkommen müsste. 

Setzt man aber die Werthe der unbekannten Funktionen 
und ihrer ersten r — 1 Derivirten, im Ganzen 2rn Werthe, an 
den Grenzen fest, so sind alle Variationen 

fiy*, *y/,---,*!Ä r " 1} 

und daher Ä 2 ebenfalls an den Grenzen gleich Null. 

§ 18. Die ersten Untersuchungen von Legendre und Iiagrange« 

Betrachten wir den Fall w = 1, in welchem also nur eine 
einzige unbekannte Funktion y vorkommt. 

Die Funktion I unter dem Integralzeichen enthalte dann 
nur x, y, y\ 

Die zweite Variation ist: 



x" 



d 2 J= (\A8y % + 2Bòyòì/+ Cdi/*}dx, 

y 

worin A, B, C die zweiten Derivirten von F nach y und t/ 
vorstellen. 

Nach den in den vorigen Paragraphen entwickelten all- 
gemeinen Principien müssen wir den Ausdruck Ä unter dem 
Integralzeichen derart transformiren, dass er den Typus 

£* + * 

erhält, worin Sl 2 eine nur von Sy abhängige quadratische Form 
bedeutet, d. h. also die Gestalt ccdy 2 hat, und worin Sl x eine 
quadratische Form nur in einer einzigen Variabelen vorstellt, 
die eine lineare homogene Funktion von dy und dy ist, d. h. 
mit anderen Worten, worin Ä x bis auf einen Factor das Quadrat 
einer linearen homogenen Funktion von dy, dy' ist. 

Zur Bestimmung der Funktion a von x ergibt sich eine 
Differentialgleichung. 

Setzt man nämlich 

& 2 = a dy*, also 
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so erhält man die Relation 
Ady* + 2B8ySy' + CSy'* - ^ dy» — 2aSyòy' — ß 1( 

(A-^dy* + 2{B-u)dy8y'+Cdy'* = £l l , 

und damit ^ das vollständige Quadrat einer in den 6y, dy' linearen 
Form sei, ist es nöthig und genügt, wenn 

ist. Diese Differentialgleichung dient zur Bestimmung der Funk- 
tion a. N 

Nimmt man an, diese Bedingung sei erfüllt, so kann man 
Sl t die Form geben 

c(3y' + ^6y)\ 

wenn C von Null verschieden vorausgesetzt wird. 

Ist a nicht reell, so lässt sich jedoch nicht behaupten, dass 
dieser Ausdruck ein constantes Vorzeichen und zwar dasselbe, wie 

habe; wenn ferner a in irgend einem innerhalb des Integrations- 
intervalls gelegenen Punkt unendlich gross wird, so verliert die 
beabsichtigte Umformung wegen der Unstetigkeit von ß 2 ihre 
Berechtigung. Dieses Alles folgt aus den Betrachtungen des 
vorigen Paragraphen. 

Es ergibt sich daher: wenn das Problem auf die angegebene 
Art lösbar sein soll, so ist es nöthig, dass die aus der 
vorstehenden Differentialgleichung abgeleitete Funktion a immer 
endlich und reell sei. Legendre suchte zu beweisen, dass es 
immer möglich sei, ein reelles a zu finden, Mém. de Paris, 1789, 
S. 348; seine Beweise sind jedoch ungenau; übrigens ist das 
Theorem selbst richtig, wie man aus der Theorie der Differen- 
tialgleichungen weiss. 

Ein analoges Verfahren könnte man einschlagen, wenn in 
F auch y" auftritt. Man erhalt dann drei Differentialgleichungen 
l ter Ordnung zur Bestimmung dreier unbekannter Funktionen 
a, /?, y, welche die drei Coefficienten der quadratischen Form iß a 
sind. Die letztere hat alsdann den Typus: 

Sls = ccdy* + ßdydy'+ydy'*. 
Differenzirt man nach x 7 subtrahirt von Sl und drückt die 
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Bedingung aus, unter welcher man ein vollständiges Quadrat 
erhält, so ergeben sich die drei Differentialgleichungen. 

Es reicht übrigens nicht hin, zu wissen, dass die Funktionen 
cc, /?,♦•• existiren und reell sind, man muss sie auch kennen, 
um entscheiden zu können, ob Sl 2 in irgend einem Punkt des 
Integrationsweges unendlich gross wird. Denn, in diesem Fall 
würde nach dem oben Bemerkten das Kriterium des Maximums 
und Minimums nicht länger anwendbar bleiben. 

Wir wollen nun untersuchen, welche Fortschritte die Theorie 
Jacobi zu verdanken hat. 



§ 19. Die Theoreme Jaoobi's. 

Grundlegend ist die Bemerkung Jacobi's, dass das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung oder die Integrale der 
Differentialgleichungen, welche zur Bestimmung der Hilfsfunk- 
tionen (a, /?, • • • des vorigen Paragraphen) dienen, sich unmittel- 
bar ableiten lassen, wenn man das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung kennt, welche die unbekannte Funktion y 
bestimmt. 

Die Theoreme, welche er (allerdings ohne Beweis) aufstellte, 
um dieses Resultat zu erreichen, lassen sich in die folgende Form 
fassen (vergi, z. B. Jellet, Die Grundlehren der Va/riationsrechr 
nung, Braunschweig 1860, S. 92 u. ff.; Moigno-Lindelöf, Calmi 
des variations, Paris 1861, Kap. VIII etc.). 

l te * Theorem. Wir geben, wie gewöhnlich, der ersten Variation 
des bestimmten Integrals die Gestalt 

x" x" 

x' X 

worin tu- dF tut dF ' • * 

M—s—, M = «— 7 , • • • ist. 
dy ' dy ' 

Die Variation von p lässt sich dann schreiben 

dp = Ady - ± {A x Sy') + ■£, {A.Sy") , 

worin Aq, A u A$, • • • bestimmte Funktionen von x sind. 

Um dieses Theorem zu beweisen, kann man, statt direct zu 
verfahren (siehe z. B. die oben citirte Abhandlung von Jellet), 
die folgende einfache Methode Hei ne 's anwenden; Creile, Bd. 54, 
S. 70. 
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Wir wollen mit S und S t zwei verschiedene Variationen 
bezeichnen und die doppelte Variation von I bilden; es ist dann: 



*" 



ddJ-£ JjJ^WW + ijAd^dz, (1) 



welches gleich 



X X 



d f(id 1 ydx= fdtidrfdx (2) 

x' x' 

sein muss. 

Durch successive partielle Transformationen kann man aber 
(1) auf die folgende Form bringen: 

x" 

(Atdydtf - AJy'drf' + Asdy-d^" ) dx. (3) 



/ 



Denn: die Tenne von (1), in welchen i=j ist, haben 
bereits diese Form. 

Wenn aber j = i + 1 ist, so wird der Term 

x" 



/■ 



a [afPa^+Q + *y('+i) dijß] dx 



bis auf einen integrirten Theil gleich 



*" 



-fjzWW***, 



weil man durch partielle Integration dieses Ausdrucks als nicht 
integrirten Theil gerade den obigen Ausdruck erhält, und der 
integrirte Theil Null ist, da alle Variationen von y und seinen 
ersten r — 1 Derivirten, wenn die letzteren in F bis zur f*** 
Ordnung auftreten, in den beiden Grenzpunkten x und x" Null 
werden. 

Wenn schliesslich j von i und i + 1 verschieden ist, so 
ergeben sich durch partielle Integration des Terms 



*" 



/• 



ß { äy® d x f^ + dyW <y iy (o } dx 



bis auf den integrirten Theil, welcher, wie gewöhnlich, ver- 
schwindet, die beiden Tenne 
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x" 



und 



X' 



f §5 W i)s iìf (J ^ 1) + àyV-Vd^} dx; 

y 

wir kommen daher bei successiver Anwendung desselben Ver- 
fahrens entweder auf den Fall zurück, in welchem die beiden 
Indices gleich sind, oder auf den, in welchem sie sich um die 
Einheit unterscheiden; und auch dieser letztere Fall lässt sich 
dann auf den mit gleichen Indices reduciren. Damit ist also 
bewiesen, dass sich (1) in (3) transformiren lässt. 
Wir wollen nun den Term 



*" 



s< 



betrachten. 

Durch theilweise Integration wird er, abgesehen von einem 
integrirten Theil, der, wie immer, verschwindet, auf 



I 



dx 



X" 



zurückgeführt. 

Verfahrt man ebenso mit den übrigen Termen, so lässt sich 
offenbar (3) sofort auch seinerseits in 

X 

umformen. 

Vergleicht man (4) mit (2), so folgt unmittelbar der in 
dem Theorem angegebene Ausdruck für dp. 

Dieser Ausdruck ist die linke Seite einer in Bezug auf die 
Funktion dy von x linearen Differentialgleichung. Denn, ent- 
wickelt man die Derivirten nach x } so erkennt man sofort, dass 
sich ein für dy und seine Derivirten 

Sy', dy", ■ • • 
linearer Ausdruck ergibt. 

Es empfiehlt sich, hinzuzufügen, dass 

A — d * F 
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wird, weil ( — l) n -4* der Coefficient von dy® n) in der Entwicke- 
lung von 

ist: und 

ist der Coefficient von dy< 2 *> in der Entwickelung von dp, wenn 
er direct aus dem Ausdruck 

= M dM' . d*M" 
P dx ' dx* 

berechnet wird. 

SP* Theorem. Die Differentialgleichung 

efy = 0, 

welche in dy und seinen Derivirten linear ist, wird durch 

identisch erfüllt, worin c eine idiebige der Integrationsconstanten 

bedeutet, welche in dem allgemeinen Ausdrude des Integrals y der 

Differentialgleichung (i = auftreten. 

Denn es ist 

w dM' . d*M" 

P = M -lìx- + lW * 

Berechnet man dp daraus direct, so ergibt sich 

fdM ft , dM 






Substituirt man dagegen in (i für y und seine Derivirten 
die aus p = gefundenen Werthe, differenzirt dann die linke 
Seite dieser Gleichung nach c und setzt gleich Null (weil p = 
identisch erfüllt ist und daher p für jedes beliebige c ver- 
schwindet), so erhält man 

(d_Mdy + dMd£ + t \ 
\dy de ^ dy' de ^ ) 

dx\dy de ^ dy' de ^ / ^ > 

und weil 

d JÙ = ±. ?1 etc. 
de dx de 7 
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ist, so folgt, dass die linke Seite dieser Relation mit dem Aus- 

druck identisch ist, den man aus dp erhält, wenn -^- an die 

Stelle von Sy substituirt wird. Durch diese Substitution wird daher 
dp identisch Null, d. h. also, die lineare Differentialgleichung 
dp — erfüllt. In Bezug auf diesen einfachen Beweis siehe 
Hesse, Creile, Bd. 54, S. 251. 

Nimmt man an, in der Funktion F unter dem Integral- 
zeichen treten die Derivirten der unbekannten Funktion bis zur 
r* 6 * Ordnung auf, so ist p = eine Differentialgleichung 2r ter 
Ordnung, und auch dp = enthält dann die Derivirten von dy 
bis zur 2 t** 11 Ordnung. 

Bei der Integration erhält man y als eine Funktion von x 
mit 2r willkürlichen Constanten c 1} c^ } • • -, c% r , und 

dy dy_ dy 

dc x y dc t > ' * '' dc ir 

sind 2r particuläre Integrale der Gleichung 

dp = 0. 

Aus der Lehre von den linearen Differentialgleichungen 
weiss man nun, dass das allgemeine Integral eine lineare Com- 
bination mit constanten Coefficienten dieser 2r parti culären In- 
tegrale ist, d. h. die Gleichung dp = wird durch 

erfüllt, worin C 19 • • -, C% r willkürliche Constanten bedeuten. 

Damit jedoch dieser Ausdruck für das allgemeine Integral 
gelten könne, muss die (Wronski'sche) Determinante 

dy dy 



dc t dc< 



2r 



0y (2r - 1} a y (2r - 1) 



dc x da 



2r 



von Null verschieden sein (vergi, des Verfassers Càlcolo integrale, 
S. 267). 

Dies ist aber in der That der Fall, weil 

y = f(x, ^, ••-,*,.) 

der Voraussetzung nach das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung 2r ter Ordnung von p = ist und mithin nach der 



\ 
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Theorie der allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen 
die Relationen 

y — f(x,<h, •••,*r) — 0, 

y(2r-l) _ pr-1) (*, ^ . . ., C 2r ) = 

sich nach den 2r Constanten müssen auflösen lassen. Dazu ist 
es nöthig, dass sie unabhängig von einander seien, und dass 
mithin die Funktionaldeterminante der Funktionen, welche durch 
die linken Seiten der Relationen dargestellt werden, bez. der 
Variabelen 

Ci* %>' -, Csr 

von Null verschieden sei (vergi, d. V. Calcolo differenriale, S. 214); 
diese Funktionaldeterminante ist nun gerade die oben angegebene 
Determinante. 

Um das dritte Hilfstheorem Jacobi's beweisen zu können, 
müssen wir einige andere Sätze vorausschicken, wobei wir der 
Darstellung Hesse's folgen, Grétte, Bd. 54, S. 230 u. ff. 

§ 20. Die Hesse'schen Theoreme über die DifFerentialausdrücke *). 

Es sei 8 eine Funktion von x und a , a 17 • • • gegebene 
Funktionen derselben Variabelen. Wir wollen den folgenden 
homogenen Differentialausdruck betrachten: 

<p = a o + <hd + &%d' + • • • + a n j^ n) . 

Es lässt sich zeigen, dass man diesem Ausdruck immer die 
Form geben kann 

Denn, entwickelt man die in dem letzteren Ausdruck ent- 
haltenen Derivirten und vergleicht die Coefficienten derselben 
Derivirten von #, so erhält man die Beziehungen: 



1) Bei Benutzung der auf Seite 8 citirten Arbeit von Frobenius, 
lieber aajungirte lineare Differentialausdrucke, Creüe's Journal, Bd. 85 
würde sich die Darstellung der §§ 19 — 22 einfacher und moderner ge- 
stalten. 
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«, a + (?) j,'_ (?) v + • • • =2'(- 1 )' (i) ^ 

*- - ^+-=2 r (- 1 )'(l)^^' 

aus welchen man leicht die inversen Formeln, welche dieselbe 
Gestalt haben, ableiten kann. 

Multiplicirt man nämlich die r* Formel mit (— I)', die 
erste Derivirte der (r -f- l)* 611 Gleichung mit 

die zweite Derivirte der (r + 2) ten mit 

u. s. w. und summirt, so erhält man 

(-D-^-( r + i )«t + .+( , + s, )*" + .— •}- 

-^-{( , t 1 )-Ct 1 )K+ 
+{Ct 2 )-(^f)Ct 1 )+Ct 2 )K-— 

Es ist nun 

CtVCtöCt^+CtöCt 1 )-- 

- » + *>» + »-'>-*+'> {■!_(*) + (*)_(*) + ...). 

Dieser Ausdruck wird aber offenbar zu Null, weil der zweite 
Factor die Entwickelung von (1 — 1)* ist. Es gilt daher die 
Formel 
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welche eben zeigt, dass sich die A mittelst der a durch dieselben 
Formeln, wie die a mittelst der A ausdrücken lassen. 

Daraus ergibt sich der wichtige Satz, dass, wenn der Diffe- 
rentialausdruch 

& = A z -f A X J+ A^z"-\ h ^n^ n) 

gebildet wird, er dem Ausdruck 

* = a « z — 35" + -j& (— V —^r- 

gleich sein muss. 

Q> heisst die zu <p adjungirte Form (ital. la conjugata, franz. 
Vadjointe). 

Es ist klar, dass man wieder auf <p zurückkommt, wenn 
man die zu $ adjungirte Form bildet; d. h. also die adjungirte 
Form der adjungirten einer gegebenen ist mit der gegebenen identisch. 

Offenbar gilt auch der Satz: Die Summe oder Differenz 
zweier gegebenen Formen hat zu/r adjungirten die Summe oder 
Differenz der beiden zu den gegebenen adjungirten Formen. 

Für unseren Zweck sind von besonderer Wichtigkeit die- 
jenigen Formen, welche sich selbst zu adjungirten haben. 

Es lässt sich zeigen, dass eine Form von ungerader Ordnung 
sich nicht selbst zur adjungirten haben kann. 

Denn, wenn n ungerade ist, so können die a den A nicht 
gleich sein, weil man sonst aus der Relation 

a n = (— l) n An 

erhielte 

a» = — a n , 

d. h. also a n = 0, was gegen die Voraussetzung ist. 
Die Form von der 2m Uin Ordnung 

<T|W m >] 

dx m 
hat sich selbst zur adjungirten. 

Denn die gegebene Form wird, wenn man sie entwickelt^ 

Aus den identischen Relationen 

QM)z) = ¥ m )z, 

£- [V*- 1 ^] = b™z + &0"- 1 )/, 
d oc 
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erhalt man aber, wenn man die erste mit 1, die zweite mit 

— ( 1 )> ^ e ^** e ^^ "I" ( 2 ) e ' c ' multiplicirt und addirt und 
die binomischen Beziehungen 

*-(?) + (?) ». 

+ (")-(")© + • — •. 

beachtet, schliesslich: 

+ £[(")"—»]—•}• 

Differenzirt man nun die linke und rechte Seite m-mal, 
so wird 

<**[**<">] , ( 1V . U^ ** +i Hi) ^'l , 

da™ ^ ; | dx" 1 dx" 1 * 1 "*" 

worin die linke Seite die gegebene Form ist. Diese Formel 
zeigt, dass die Coefficienten A bezüglich den a gleich sind, und 
die gegebene Form mithin sich selbst zur adjungirten hat. 

Daraus folgt als Zusatz, dass jeder Ausdruck von dem Typus 

D ** dx "*" dx* 

sich seihst zur adjungirten hat, weil diese Eigenschaft jedem seiner 
Terme zukommt. Unter Berücksichtigung des Theorems I er- 
gibt sich hiermit zugleich, dass der lineare Differentialausdruck 
dp die Eigenschaft hat, zu sich selbst adjungirt zu sein 1 ). 



1) Vergi, hierzu Hirsch, lieber eine charakteristische Eigenschaft der 
Differentialgleichungen der Variationsrechnung, Math. Ann., Bd. 49 und 
Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen Potentials, Math. 
Ann., Bd. 50. 
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Wir wollen nun die Umkehrung dieses Theorems beweisen, 
d. h. dass jede Form <p der 2m ten Ordnung, welche sich selbst $wr 
adjungirten hat, sich in der Form 

* — M — ss- + ~d& 

ausdrücken lässt; vergi. Hesse, Creile, Bd. 54, S. 233. 

Der Beweis dieses wichtigen Satzes ist sehr einfach. Wenn g> 
sowohl als i\> die Eigenschaft besitzen, ihren conjugirten gleich 
zu sein, so kommt diese Eigenschaft auch der Form <p — ty zu; 
entwickelt man die letztere und ordnet nach den successiven 
Derivirten von #, so lässt sich immer über die m + 1 un- 
bestimmten Funktionen b 07 b x , • • -, b m derart verfügen, dass die 
Coefficienten der m -f- 1 Derivirten gerader Ordnung von e 
Null werden. Dann bleiben nur die Derivirten ungerader Ord- 
nung übrig und die Form <p — * wird mithin, wenn nicht ihre 
sämmtlichen Coefficienten Null sind, zweifellos von ungerader 
Ordnung sein; dies ist aber nicht möglich, weil eine Form un- 
gerader Ordnung sich nicht selbst zur adjungirten haben kann. 
Daraus ziehen wir den Schluss, dass auch die sämmtlichen 
Coefficienten der ungeraden Derivirten von z Null werden müssen, 
wenn die Grössen & auf die angegebene Art bestimmt werden; 
d. h. mit anderen Worten, die Form ty wird der gegebenen 
Form <p gleich. 

Der Kürze wegen wollen wir in der Folge eine Form, die 
sich selbst zur adjungirten hat, eine Form vom Typus i> nennen. 

Wir gehen nun dazu über, das folgende Theorem zu be- 
weisen. 

Die Form 

cTjbz) . , , w) /positiv für gerade m \ 

da?" — Vnegativ für ungerade m) 

lässt sich auf den Typus f reduciren. 

Es wäre also zu beweisen, dass sie sich selbst zur ad- 
jungirten hat. 

Entwickelt man, so wird 

worin die beiden letzten Tenne sich summiren oder einander 
aufheben, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Es ist daher 
<p jedenfalls immer von gerader Ordnung. 



I 



§ 20. Die Hesse'schen Theoreme. 31 

Die Coefficienten dieser Form sind: 

«, = (?)& ( - 2) , 



J 26, wenn m gerade ist, 

1 0, wenn m ungerade ist. 

Als Werthe der Coefficienten Aq , A lf • • • , Am der ad- 
jungirten Form erhält man für r < m: 

j r _ ( _i y { 0r _c+») ( t +l+ ('+ 3 ) ( tf + ,-...} 

-(-iH(?)-(t%-0+Ct*)G+,)--± 

• +(*"7 1 )(»-i) + »l*-" • 

worin 

(— l) m - r 2( r ) für gerade m 7 

für ungerade m ist. 

Beachtet man nun die oben bewiesene Relation in Bezug 
auf gewisse Gombinationen der binomischen Coefficienten, so 
ergibt sich in jedem Fall 

Ueberdies ist offenbar für gerade m 

A m = 26, 
für ungerade m 

A m = 0. 

Damit ist das Theorem bewiesen. 
Aus ihm folgt dann der Satz: 
Die Form 

worin das positive Zeichen zu nehmen ist, wenn m — w! gerate 
ist, das negative dagegen für ungerade m — m', lässt sich auf den 

Pasoal, Variationsrechnung. 6 
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Typus ty redudren; siehe Jellet, Variationsrechnung, Braun 
schweig 1860, S. 392. 

Denn man kann schreiben 

y dot" \ daf»-™ — V 

setzt man nun 

zfrf) = 17 m — tri = p, 

so erhält man 






Nach dem vorigen Theorem lässt sich die in der Klammer 
enthaltene Form auf den Typus bringen: 

Mi 35- + — ^ ? 

es wird mithin 

<t*Q>.*ù ^ ,+1 (M/) » 

Setzt man nun # x = $< m '), so ist damit die Form qp unmittel- 
bar auf den Typus ty zurückgeführt. 

Nunmehr können wir zu dem dritten Theorem Jacobi's 
übergehen. 

§ 21. Das dritte Theorem Jacobi's. 
Es sei t eine bestimmte Funktion von x; die Form 

<p = « («oto jjj- + — a^i j, 

iw welcher unter (tz)', (tz)", • • • die sfuccessiven Derivvrten des 
Products (tz) verstanden werden, lässt sich cmf den Typus il> 
reduevren. 

Es genügt, wenn wir beweisen, dass sich jeder Term dieses 



Ausdrucks, also z. B. 



cr*(tzf m) 



dx m 
auf den Typus ^ bringen lässt. 

Man findet nun leicht die folgende Formel, die wir übrigens, 
nur mit anderen Symbolen, schon im vorigen Paragraphen be- 
wiesen haben: 

pgw = (p<j)w — (j) (P'Q}™-» H (- (— Vr& m) Q. 
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Wenden wir sie auf den vorliegenden Fall an, so können 
wir schreiben 









(- «•-• (:) (?) ^£ 



Entwickelt man nun die Derivirte (te)< m) mittelst der be- 
kannten sogenannten Leibnitz'schen Formel, so kommt man zu- 
letzt zu Termen von dem Typus 

, 1 v (m\ (m\ dr- r {t ir) uf m - 9) z^} 
1 } \r)\8j daT- r 

worin r, 5 alle Werthe von bis m haben können. 

Setzt man m — r = s', so wird der vorstehende Ausdruck 

und vertauscht man 5 mit s' 

'— V} . 

diese beiden Terme haben dasselbe oder verschiedenes Vorzeichen, 
je nachdem s — s' eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

Zieht man den numerischen Factor unter das Differen- 
tiationszeichen, so sieht man, dass sich für $ = s' ein Term 
von dem Typus der Terme von ^ und für ein von s' verschie- 
denes s zwei Terme von der Form 

dx* daf 

ergeben, worin das Zeichen + °^ er — zu nehmen ist, je nach- 
dem 5 — s' gerade oder ungerade ist. Nach dem letzten TJieorem 
in dem vorigen Paragraphen ist ein solches Binom auf den 
Typus ^ reducibel. Wir kommen also schliesslich zu dem 
Resultat, dass der ganze vorgelegte Ausdruck sich auf den 
Typus ^ zurückführen lässt. Damit ist das Jacobi'sche Theorem 
bewiesen. 

Aus dem Jacobi'schen Satz erhält man mithin: 

»-M dx~ + -di? • 

Den Werth von b ermittelt man leicht. Er ist offenbar: 
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Daraus lässt sich nun das folgende Resultat ableiten: 

Wenn t eine bestimmte Funktion van x ist, welche der linearen 
Differentialgleichung 

genügt, so lässt sich die Form qp 

durch eine Form vom Typus 

d(p t z') d\b % z") 

^ dx ' dx* 

ausdrücken. Bas Integral 

<pdx 

lässt sich daher auf denselben Typus zurückführen, d. h. es ist 



fi 



ß 



(pd x = -b 1 /+^p 



Bei der Entwickelung des Ausdrucks q> erhält der Term 
mit *K 2m > den Coefficienten ( — l)™«^ 2 und derselbe Term hat, 
wenn man tp die zweite Form gibt und entwickelt, den Coeffi- 
cienten ( — l) m 6 m ; es ist daher 

§ 22. Anwendung der vorstehenden Sätze auf die 
Transformation der zweiten Variation. 

Wir wollen den einfachsten Fall betrachten, in welchem die 
Funktion F unter dem Integralzeichen nur x, y, y' enthält: 



*" 



I=j F(x,y,i/)dx. 



Man erhält zuerst 

dl 



x" 



=j [i dy dx, 



worin * dW 

* = M -llx- 
ist, und ferner die zweite Variation 
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x" 



= I dpdydx, 



d*I 

in welcher nach einem früheren Satz, siehe S. 71, 

Wir setzen 

dy = to, 

und darin sei y das allgemeine Integral der Gleichung zweiter 
Ordnung fi = 0. Nach einem der oben bewiesenen Sätze genügt 
der Ausdruck t der Differentialgleichung 

<*(M) =0 

^ dx 

Mithin ist nach dem 3 ten Jacobi'schen Theorem 

einem Ausdruck vom Typus 

— \z' 
gleich, worin 

\ = AJ* 

ist. Kehren wir zu der früheren Bezeichnung zurück, so können 
wir daher schreiben 



ß 



ftt,i* — ±ej-.$) 



Nun führen wir an dem Ausdruck für die zweite Variation 
eine partielle Integration aus. 
Man kann setzen: 



x" x" 



I d[iäydx = I dp • t - 8 • dx = 



X' 

x" 



= \*lttiidxl\ — //[ I tdpdx\dx = 



x" 



= [sftdpdxJ^+fA^'tpdx. 

X' 
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Da dy in den beiden Grenzen des Integrals Null werden 
muss, so muss t • z hier verschwinden. Wir wollen nun voraus- 
setzen, die Constanten C in t Hessen sich nicht so bestimmen, dass 
t in diesen beiden Punkten Null wird; alsdann muss notwen- 
diger Weise z in beiden Grenzen Null sein. 

Der erste Theil der Formel verschwindet also. 

Ferner ist 

' _ A. (ìé\ — t8 ü ' —äyt' 

Z ~ dx\t)~ t* 

und daher 

e '»fi^[dy'-^dy]\ 
Die zweite Variation wird schliesslich 



ä*I=fA 1 [6y'-£-äy] i dx, 



X' 



womit sie auf die gewünschte Form zurückgeführt ist. 

Aus der für t gestellten Bedingung ergibt sich aber, dass 
es nicht möglich ist, die willkürlichen Constanten in t so zu 
bestimmen, dass bei geeigneter Wahl der willkürlichen Funk- 
tion dy, dieser Ausdruck Null wird; denn sonst musate 

äy = t 

sein und daher t, ebenso wie dy, in den beiden Grenzpunkten 
verschwinden. 

Wir gehen nun zu dem allgemeinen Fall über, in welchem 
F die Derivirten von y bis zur r ten enthält. 

Die zweite Variation lässt sich auf die Form bringen: 



dx l l \ J dx r 

Wir setzen 



* 



dydx. 



äy = t 1 z 1 , 



k = C\ ä7~ H \-Ci. 



dy 



und nehmen an, das allgemeine Integral y der Gleichung [i = 
sei so beschaffen, dass es keine solchen Constanten C f gebe, für 
welche ^ und seine ersten r — 1 Derivirten in den beiden Grenz- 
punkten des Integrals Null würden, und dass also z x sowie seine 
Derivirten in diesen Grenzen verschwinden müssen. 
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Nach einem oben bewiesenen Satz ist identisch 

^-^ + ••—0 

und daher nach einem anderen Theorem 

foräx =$t,\A^z t - d[Al ^ n + • • -}dx - 

Integrili man jetzt partiell und beachtet; dass 8 X in den 
beiden Grenzpunkten des Integrals Null ist, so wird 



x" x" 



d 2 1 = / ä ji dy dx — I d fi • t x • t • dx = 



X 



X 
II *JI 



= -ßi [ftL*pdz] dx = /*/ {W- l&p + • • -)dx. 

x' x' 

Das so erhaltene Integral hat dieselbe Form, wie dasjenige, 
durch welches sich die zweite Variation unmittelbar ausdrücken 
lässt, nur mit dem Unterschied, dass an Stelle yon dy die 
Grösse #/ tritt und dass es statt r + 1 Terme nur r enthält. 

Setzt man 

/ p » dy i i p" dy 

h — ^i J^ + '-' + ^'d^' 

so genügt t = ~ der Gleichung 

vorausgesetzt, dass man zwischen den Constanten C,, C $ " eine 
Belation herstellt. 
Denn, weil 



-ft 1 fi (i dx = b iei '-*&p + 



ist, so ergibt sich, dass jeder Werth von dy, welcher dp = 
genügt, die rechte Seite Constant macht. Nun hat man für 

dy = * 2 , 
also für einen Werth von dy, der dp zu Null macht, 

1 h t t " 
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Setzt man daher in dem Integral auf der linken Seite dy = ^ 
oder, was dasselbe ist, auf der rechten Seite z t = -j- , so erhalt 

h 

man als Resultat eine willkürliche Constante und diese Con- 
stante, gleich Null gesetzt, liefert eine Relation zwischen C 
und C". 

Wir setzen alsdann 



*'-&)*> 



fügen die Bedingung hinzu, dass z % an den Grenzen Null sein 
soll und verfahren, wie vorher. 

Man erhält dann die zweite Variation in der Gestalt 



*" 



-MvK-'-ZiP + -}**• 



x' 



Wir setzen ferner 

/ r\»' dy i _j_ si»> ^y 

** — Cl a^ H VL%r dH r 

und beachten, dass 



der Gleichung 



h h — *s *i 



I,' ' <*(VO I _A 



genügt, vorausgesetzt, dass zwischen den C jetzt zwei Relationen 
bestehen. 

Denn es ist 



n 



und mithin dieser letztere Ausdruck auch dem Doppelintegral 

gleich. 

Für Sfi = wird das in Klammern stehende Integral im 
Allgemeinen eine Constante, die wir M nennen wollen, und das 
Doppelintegral wird daher 

worin N eine neue Integrationsconstante bezeichnet. 

dp wird aber Null, wenn dy = t B ist, d. h. also, wenn 
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»i — l , H — « y — ^ _ tfV 



ist. Daher wird far diesen Werth von z % der Ausdruck 



identisch gleich 






worin Jf und JV zwei Constanten und folglich Combinationen 
der Constanten sind, die in den verschiedenen Tennen dieses 
Ausdrucks auftreten. Der letztere verschwindet daher, wenn 
man die beiden Bedingungen M = N = hinzufügt. 

Setzt man dieses Verfahren weiter fort, so findet man 
schliesslich nach r Transformationen 



*" 



-/ 



6*1= I s}B_dx. 



r r 
x' 



Die Grösse z r lässt sich, indem man sie entwickelt, linear 
durch dy, dy', 8y" , • • -, <?y (r) ausdrücken; auf diese* Weise ist 
dann die zweite Variation auf die gewünschte Form gebracht. 

Es ist leicht, den allgemeinen Ausdruck für B r zu entwickeln. 

Wie wir wissen, ist b r = Arti 2 ] analog ergibt sich 

-M'[(*)? 

Wenn man so fortfahrt, erhält man schliesslich 

2 



]2 



jL(k) 

d dx \tj 



dx d /£ 2 



©j 



_ dx 
worin nach einer früheren Bemerkung, vergi. S. 73, 

•Ar == TTöT ISt. 

Ehe wir die allgemeinen Erörterungen fortsetzen, wollen 
wir in aller Kürze untersuchen, wie gross die Anzahl der eben 
besprochenen Relationen zwischen den 2r 2 Constanten 

C s ', C/', • • • 
sein muss. 
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Wie wir schon gesehen haben, müssen zwischen diesen Con- 
stanten gewisse Bedingungen eingeführt werden. Man erkennt 

leicht, dass solcher Relationen im Allgemeinen -^-5 — - sein 

müssen. Denn eine Relation wird bei dem Auftreten der C" 
oder der Variabelen ^ eingeführt, auf ähnliche Art zwei bei 
dem Auftreten von t B u. s. w., so dass man schliesslich 

Relationen zwischen 2r 2 willkürlichen Constanten erhält. Für 
r»l gibt es nur zwei von einander unabhängige Constanten. 
Ueber die Beziehungen zwischen den Constanten kann man 
Hesse a. a. 0., S. 252 oder, wenn man sich genauer unter- 
richten will, Stern a. a. 0., Tergi. S. 64, nachsehen. 

Wir kehren nunmehr zu der allgemeinen Erörterung zurück. 

Nachdem man die zweite Variation auf die vorstehende 
Form gebracht hat, kann man auf die folgende Art verfahren, 
um zu ermitteln, ob in der That ein Maximum oder Minimum 
und welches von beiden vorhanden ist. 

In erster Linie darf die zweite Variation niemals ver- 
schwinden, wie man auch die willkürliche Funktion Sy variiren 
mag. Wenn sie für irgend ein Sy identisch verschwindet, so 
würde sie über die Existenz des Maximums oder Minimums 
nicht entscheiden; man müsste dazu übergehen, die dritte, 
vierte etc. Variation zu untersuchen, gerade, wie es im All- 
gemeinen in der Differentialrechnung bei den Maxima und 
Minima der Funktionen geschieht. Wir schliessen diesen Fall 
atisdrücklich aus. 

Es darf daher niemals ein Sy vorkommen, für welches 
*p-0 wird. Wir wissen nun, dass das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung Sp = eben Sy = t ± ist, mithin darf 
die willkürliche Funktion Sy niemals gleich t x werden können, 
welches 2r beliebige Constanten enthält; Sy ist aber an die 
Bedingung gebunden, dass es selbst sowie seine ersten r — 1 
Derivirten in den Punkten x' und x" Null werden muss; es ist 
daher nöthig, dass sich die 2r in t ± vorkommenden Constanten 
niemals so bestimmen lassen, dass t x sowohl wie seine r — 1 
ersten Derivirten in diesen beiden Punkten sich annulliren. 
Würde es anders sein, so könnte man immer Sy einem speciellen 
t x gleich setzen, womit S(i verschwände. 
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Es empfiehlt sich hier zu bemerken, dass man die Be- 
dingung, t x dürfe sich niemals so bestimmen lassen, dass es 
selbst sowohl wie seine eTsten r — 1 Derivirten in den beiden 
Grenzpunkten verschwinden, auch durch die andere allgemeinere 
ersetzen kann, dass t x und seine r — 1 Derivirten cm der unteren 
Grenze x' und in einem beliebigen anderen zwischen x' und x' 
gelegenen Punkt x nicht zu Null werden dürfen. Denn, könnte 
dieser Fall eintreten, so würde man, wie leicht ersichtlich ist, 
ein Sy auswählen können, welches die zweite Variation des In- 
tegrals zu Null machte. 

In der That könnten wir für jedes x zwischen x' und 
x 07 äy=t t und für alle übrigen x zwischen x und #", dy = 
wählen. Alsdann würden dy, dy" 7 • • • für jedes zwischen x und 
x' gelegene x sämmtlich Null sein und die zweite Variation 
zwischen x und x" wäre natürlich auch Null; zwischen x' und 
x Q aber würde sie verschwinden, weil nach dem allgemeinen 
Theorem dy = t t die zweite Variation annullirt. 

Nimmt man an ; diese Bedingung sei erfüllt, so ist es, wenn 
ein Maximum oder Minimum existiren soll, nöthig, dass die 
Funktion A r unter dem Integralzeichen zwischen den Integrations- 
grenzen niemals das Vorzeichen wechselt und dass überdies die 
ganze Funktion unter dem Integralzeichen für kein x zwischen 
x und x" unendlich gross wird. 

Die in £ 1; ^, • • • enthaltenen C/ 9 C s ", • • • kann man beliebig 
wählen, wenn sie nur den Bedingungen genügen, die wir für 
sie aufgestellt haben; man wähle sie so, dass die Funktion unter 
dem Integralzeichen niemals unendlich gross wird; nehmen wir 
an, dies sei möglich (und diese Gonstanten Hessen sich nicht 
auch so bestimmen, dass dieselbe Funktion für jedes x Null 
wird), so ist damit die zweite Variation auf eine Form ge- 
bracht, in welcher man nur die Beschaffenheit von 

(- ìy-ijr 

zu prüfen braucht, um entscheiden zu können, ob ein Maximum 
oder Minimum vorliegt; ist 

(r-iy-iJr 

für jedes x negativ, so hat man ein Maximum, ist diese Grösse 
positiv, ein Minimum. Dagegen ist weder ein Maximum noch 
ein Minimum vorhanden, wenn A r für- gewisse Punkte x positiv, 
für andere negativ wird. 
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§ 23. Beispiel für die Anwendung der Jacobi'schen 

Transformation. 

Es sei 

f=VT+T* 

und die Wurzel für jedes in den Integrationsgrenzen gelegene 
x positiv zu nehmen. 
Man erhält 



W (! + •»)* 



Die Differentialgleichung [i = wird 

dM* 



dx 



= 0; 



daraus folgt: 



M! = Const. = c Q9 



— w 



(1 - c^y" = V, 

y = Const. = q, 
y =c 1 x + c i . 

Die Punktion £ ist 
daher 

r— |^ — q. 

Da ferner 

-^i — a«/ * 



ist, so erhält man durch Substitution in die oben gefundene 
allgemeine Formel 



*" 



OC 

Nun ist es vor Allem nicht möglich, Sy so zu bestimmen, 
dass die Grösse unter dem Integralzeichen Null wird, weil man 
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öy nicht gleich t annehmen kann. Denn könnte Sy = t sein, 
so müsste t in x' und od' Null werden, wie es nach Voraus- 
setzung mit 6y der Fall ist; die beiden Gleichungen 

C x x' + C, = 0, 

C^'+Q — 

können aber zu gleicher Zeit nicht bestehen. 

Nachdem dies festgestellt ist, bestimme man C lf C 2 be- 
liebig, aber doch so (wenn es möglich ist), dass die Punktion 
unter dem Integralzeichen für kein x zwischen x' und x' un- 
endlich gross wird. 

Nehmen wir z. B. C x = 0, C 2 = 1; alsdann erhält die 
zweite Variation die sehr einfache Form 



x" 



X 



(i + sH* 

Da wir festgesetzt haben, die Wurzel 

sei als positiv anzusehen und da 1 -f- y' % stets eine positive 
Grösse ist, so ist auch 

(i + rf 

positiv und die gefundene Funktion y entspricht mithin einem 
Minimum des Integrals. Die beiden Constanten C t und C 2 werden 
durch die Bedingungen bestimmt, dass y an den beiden Grenzen 
festgesetzte Werthe hat. 

Wir müssten nun dazu übergehen, die zweite Variation und 
die Art, wie sie zu transformiren ist, in dem Fall zu unter- 
suchen, in welchem nicht eine einzige unbekannte Funktion 
existirt, sondern mehrere und allgemeiner noch, wenn ausser- 
dem zwischen ihnen gegebene Differentialrelationen bestehen. 

Wie wir schon angegeben haben, war C leb seh der erste, 
der dieses allgemeinere Problem studirte; wir werden uns jedoch 
nicht dabei aufhalten, weil es uns hier zu weit führen würde. 
Wir werden nur das Resultat in der Form anführen, welche 
ihm Mayer gegeben hat und wir thun dies, um uns später 
dieses Resultats zu dem Beweis des sogenannten Mayer'schen 
Reciprocitätsgesetzes in dem speciellen Fall des isoperimetrischen 
Problems bedienen zu können. 
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§ 24. Uebersicht über die Resultate bez. der Unterscheidung 
der Maxima und Minima in dem allgemeinen Lagrange'sehen 

Problem. 

Der Mayer'schen Abhandlung in Creile, Bd. 69, S. 238 
entnehmen wir das Resultat bez. der zweiten Variation in dem 
Fall des allgemeinen Lagrange'schen Problems. 

Es seien y 1} y i} • • -, y n unbekannte Funktionen von x und 
zwischen ihnen mögen die Differentialgleichungen erster Ordnung 

9>i = 0, • • -, q) m = 
bestehen. Man will die y so bestimmen, dass das Integral 



x" 



i=jF(x,yi,yt, •••, yn,tti, •••, y») 



dx 



ein Maximum oder Minimum wird, vorausgesetzt, dass den y 
in den festen Grenzen x' 7 x" feste Werthe vorgeschrieben sind. 
Nach dem Vorhergehenden, vergi. § 12, reducirt sich dieses 
Problem eines relativen Maximums und Minimums auf ein solches 
eines absoluten Maximums und Minimums des Integrals 



x" 



-/' 



J— I £ldx, 



worin 

ß = f + KVl + * • • + bn<Pm 

ist, und die A noch zu bestimmende Multiplicatoren bezeichnen* 

Wendet man mithin die allgemeine Methode an, so erhält 
man n Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

dSl d dSl a /• i o \ 

die, mit den ^«0 zusammen, ein System von n -{- m, Dif- 
ferentialgleichungen bilden, mittelst welcher sich die n + m 
unbekannten Funktionen y 19 y 2) • • », y n} k 1} • • -, Xm mit 2w Con- 
stanten e lf Cg, • • -,C2n bestimmen lassen. 

Mayer a. a. 0., S. 260, erhielt das folgende Resultat: 
Wenn die Determinante 
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4{xx) = 






de, 



2n 




(*JL\ ... (IhL) 



für jedes x zwischen x und od' von Null verschieden ist und 
wenn die quadratische Form 

ffdy/dy/™' 
(worin die Grössen % nur den Bedingungen 

unterliegen, sonst aber willkürlich sind), für jedes beliebige Werth- 
system der £ immer dasselbe Vorzeichen behalt, so liegt in der 
That ein Maximum oder Minimum des Integrals vor. Man muss 
jedoch auch hier die Voraussetzung machen, dass die Coef- 
ficienten der zweiten Variation für kein x des Integrations- 
intervalls unendlich grosse Werthe annehmen dürfen. 

Für n = 1 reducirt sich die Bedingung, die Determinante 
d solle von Null verschieden sein, darauf, dass sich die Con- 
stanten C 1; C 2 nicht so bestimmen lassen dürfen, dass 

in der unteren Grenze x f und einem beliebigen anderen Punkt x 
zwischen den Integrationsgrenzen Null wird. Dies letztere Re- 
sultat ist uns aus § 22 schon bekannt. 



§ 25. Der Fall des isoperimetrischen Problems. 

Wir wollen nun prüfen, wie sich das Kriterium des Maximums 
und Minimums, das wir im vorigen Paragraphen angegeben haben, 
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ändert, wenn es sich im Besonderen um ein isoperimetrisches 
Problem handelt. 

Man. habe das Integral 



*" 



-s- 



1= I Fdx 



zu einem Maximum oder Minimum zu machen, während die 
Integrale 



x" af' 

dx 



I x —fadx, •-.,£. = /V, 



bestimmte Werthe l 19 l %> • • -,lm annehmen sollen. 

Das Problem lässt sich, wie wir seiner Zeit auseinander- 
gesetzt haben, auf das Lagrange'sche reduciren, indem man neue 
Funktionen 

y*+l 9 ttn+2, * • '? Vn+m 

einführt, die mit den früheren durch die Differentialgleichungen 

2/«+i — Fi = = g?i, 



y'n+m F m = = q> m 

verbunden sind. 

Wie man weiss, erhält dann der Ausdruck Sl die Gestalt 

worin die Grössen k Constant sind. Integrirt man die bekannten 
Differentialgleichungen, so ergeben sich 

yi>y%>- ->y»> sm-i*- • •>»»+« 

als Funktionen von 2 (w + m) Constanten 

Ol, ' ' •? Otn, kl> ' • '; km, Am+1> ' * '9 ^2m* 

(Die Constanten A TO +,- treten in den Gleichungen auf, welche die 
y n +i liefern, weil 

y n +i = km+i + / Fidx ist.) 
Wenn man unter 

\dcj > 

die Werthe dieser Derivirten für die untere Grenze des Integrals, 
also für x = x', versteht, so wird die Determinante ^ 
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A = 




Nun enthalten die y lf • • -, y n die Grössen Am+i, • • -, X* m 
aus den oben angegebenen Gründen nicht und überdies enthält 
jedes j/n+t' von den obigen Constanten nur km+i und dieses 
linear; d. h. also es ist 

^ Vi = / *Vi V »y. +< = ( d J?±i)* = 



während 



d Vn+i 



dl 



n+ 



:=«-' - 



Subtrahirt man mithin von den Elementen der (2»+ m +*) 4en 
Zeile diejenigen der (w + i)* 811 (i = 1, 2, • • -, w). so reducirt 
sich die Determinante bis auf das Vorzeichen auf: 



^ = 




Da nun offenbar 



a 8 ß 



dfn+idVn+j 







ist, so erhält die quadratische Form W die Gestalt 

^dy/dy/M» 

Pascal, Variationsrechnung. 7 
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worin die i y j nur die Werthe 1, 2, • -, w haben und die £ den 
Bedingungen 

genügen müssen, die in unserem Fall 

sind. 

Weil aber in der quadratischen Form die £ n +h nicht mehr 
auftreten und weil diese nur allein die Variabilität von £ n + A 
in Bezug auf die der % 17 • • -, £„ beschränken, so bleiben die 
letzteren willkürlich und wir erhalten schliesslich das Resultat: 

Bei den isoperimetrischen Problemen tritt thatsäcfdich ein 
Maximum oder Minimum auf, wenn die Determinante A für 
jedes zwischen den Integrationsgrenzen gelegene x immer von 
Null verschieden ist, und wenn die quadratische Form W bei wülr 
Mrlichen Werthen der % niemals das Vorzeichen wechselt. 



§ 26. Das Mayer'sche Reciprocitätsgesetz für die isoperi- 
metrischen Probleme. 

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
bei und nehmen an, der Maximal- oder Minimalwerth, welcher 
sich für das Integral I ergeben hat, sei l. 

Wir stellen uns alsdann die Aufgabe: 

Das Integral I x zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen, während die Integrale I, J 2 , • • -, I m die Werthe l,l 2} - -,l m 
haben sollen. 

Es lässt sich beweisen, dass für I x ein Maximum oder 
Minimum eocistirt, wenn es für I existirt wnä dass dieses Maxi- 
mum oder Minimum gerade l t ist. 

Darin besteht das voù Mayer, Math. Ann., Bd. 13, S. 60, 
aufgestellte Reciprocitätsgesetz. 

Der Beweis des Satzes ist einfach. 

Vorerst sind die Differentialgleichungen des Problems in 
beiden Fällen dieselben, nämlich 

d ß d_ d^ _ 

dy t dxdy/ ' 

worin 



§ 27. Die Variation der vielfachen Integrale. 99 

ü = F+l 1 F 1 -\ \-km*m 

ist; oder auch, wenn man homogene Constanten einführt, 

pü = pF + fb 1 F 1 + \-l*mFm=°*Q, 

wobei zu beachten ist, dass sich, weil {i eine Constante be- 
deutet, die vorstehenden Gleichungen auch schreiben lassen: 

d$ d d$ ^ 

Ferner lässt sich zeigen, dass die beiden Determinanten A 
und die zwei quadratischen, den beiden Problemen entsprechen- 
den Formen W sich nur durch constante Factoren unterscheiden. 
Wir gehen jedoch auf diesen Beweis nicht näher ein und ver- 
weisen auf die citirte Abhandlung Mayer's. 

Es gilt z. B. der Satz (vergi. § 34): Unter allen Curven von 
gegebener Länge und gegebenen Endpunkten hat die Kettenlinie den 
tiefsten Schwerpunkt. Wendet man hierauf das Reciprocitäts- 
gesetz an, so folgt: 

Unter allen Owrven von gegebenen Endpunkten, für welche das 
Produci aus Länge in Schwerpunktshöhe denselben gegebenen Werth 
besitzt, hat die Kettenlinie die kleinste Länge. 

Man erkennt daraus, dass das Reciproci tätsprincip mit 
Vortheil sich dazu verwenden lässt, aus bekannten Sätzen der 
Variationsrechnung neue abzuleiten. 

§ 27. Die Variation der vielfachen Integrale. Litteratur. 

Die Variation der vielfachen Integrale haben schon Euler 
und Lagrange untersucht; Gauss aber war der Erste, der ein 
Problem behandelte, das sich auf die Variation eines vielfachen 
Integrals mit veränderlichen Integrationsgrenzen bezog; Gauss, 
Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii, 
Comm. Soc. Goett., Bd. 7, 1833. 

Das von Gauss aufgestellte Problem lautet: 

Die Gleichgewichtsgestalt einer Flüssigkeit zu bestimmen, die 
in einem Gefäss von gegebener Form enthalten ist. Es ergibt 
sich, dass man, um das Problem auflosen zu können, ein ge- 
wisses Doppelintegral mit veränderlichen Grenzen zu einem 
Minimum machen muss. 

Auf Gauss folgte Poisson mit einer Abhandlung über den- 
selben Gegenstand, Mémoires de VAcad., Bd. 12, 1833, und 
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später Ostrogradsky, Acad. St. Petersburg, 1834; Creile, Bd. 15, 
S. 332. In demselben Bd. 15 des Crdle'schen Journals befindet 
sich auch ein Aufsatz Pagani's, Resolution d'un problèrne 
relatif cm ccdcul des variations, S. 84, in welchem er dasselbe 
Problem, wie Gauss, behandelt. 

Eine von der Pariser Akademie 1842 ausgeschriebene Preis- 
bewerbung gab Veranlassung zu zwei Arbeiten von Sarrus, 
Becher ches swr le calmi des variations, Mém. des Sav. Étrang., 
1846, und von Delaunay, Journ. de l'École Polyt., Hft. 29, 1843. 

Diese Autoren stellten sich die Aufgabe, die Variation des 
vielfachen Integrals zu transformiren und auf eine Form zurück- 
zuführen, die derjenigen für die einfachen Integrale analog ist. 

Die Abhandlung Delaunay's enthält auch die ersten Unter- 
suchungen über die Kriterien zur Unterscheidung der Maxima 
von den Minima bei den vielfachen Integralen. Mit demselben 
Gegenstand beschäftigt sich auch die schon früher erschienene 
Arbeit von Brunacci, Mem. delV Ist. Nat. It., ThL 2, Bd. 2, 
Bologna 1810, S. 121, in welcher die Forschungen Legendre's, 
von denen in § 18 die Rede war, auf weitere Gebiete aus- 
gedehnt werden. 

Die Resultate, zu denen Sarrus gekommen war, wurden 
später von Cauchy auf andere Art entwickelt, Mém. swr le 
ca&cul des variations, Exerc. d'cmalyse, Bd. 3, S. 50. 

Von anderen Arbeiten über die Variation vielfacher Inte- 
grale citiren wir: 

Björling, Caladi Va/riationum Integratium Dupliciurn Exer- 

citationes, Upsala 1842;' 
Strauch, Anw. des sogen. Variationscalculs cmf 2- und 3 fache 

Integrale, Wien 1859; 
Clebsch, Ueber die zweite Variation vielfacher Integrale, Crelle, 

Bd. 56, S. 122, 1859; 
Lindelöf, Comptes Bendus, Bd. 50, S. 85, 1860; 
Sabinin, Sur la méthode de distinguer les maxima et les minima 

des integrales deßmes multiples, BulL de St. Pétersbourg, 

Bd. 15, S. 70, 1870; 

Sabinin, Développements analyt. powr servir à compléter la 
discussion de la Variation seconde des integrales défimes 
multiples, Bulletin des sciences math., 1878, S. 100; 

Sabinin, Ueber die Transformation der Variation der be- 
stimmten Integrale (russisch), Moskauer math. Samml., 
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Bd. 15, S. 99. In dieser Arbeit wird die von Clebsch 
bei den einfachen Integralen angewandte Methode auf 
die vielfachen ausgedehnt. 
Sabinin, Uéber die Sarrus'sche Abhandlung (russisch), ebenda, 
Bd. 14, S. 451, 1890. Darin beschäftigt sich der Autor 
speciell mit dem Problem, eine Fläche von gegebenem 
Flächeninhalt zu finden, welche das grösste Volumen ein- 
schliesst. Diese Aufgabe hatte sich früher auch Sarrus 
gestellt. 

Die vorstehende Abhandlung hat später corrigirt und mit 
Zusätzen versehen: 

Zimmermann, Uéber die Unterscheidung der Maxima von den 

Minima bei den bestimmten Integralen (russisch), ebenda, 

Bd. 17, S. 229, 1893. 

Die Anwendung einer Weierstrass'schen Methode auf die 

vielfachen Integrale findet man in zwei neueren Arbeiten von 

Kobb, Sw les maxima et les minima des integrales douMes, 

Acta math., Bd. 16, S. 65; Bd. 17, S. 321, 1893. Ganz neu ist 

Sabinin, Ann. di mot., Ser. 3, Bd. 2, S. 203, 1899. 



§ 28. Die Ostrogradsky'sehe Formel für die erste Variation 

der vielfachen Integrale. 

Es sei z eine Funktion der beiden Variabelen x und y. 
Um einen bestimmten Fall herauszugreifen, wollen wir annehmen, 
diese Funktion lasse sich durch die Punkte einer Fläche dar- 
stellen. Wir wollen diesen Punkten willkürliche, aber unendlich 
kleine Verschiebungen geben d. h. uns eine neue Fläche denken, 
welche dieselbe Grenzcurve, wie die erste, hat oder nicht hat, 
und deren Punkte man den Punkten der ersten eindeutig ent- 
sprechen lässt, wobei die Abstände zwischen zwei sich ent- 
sprechenden Punkten Grössen sind, welche gleichzeitig gegen 
Null convergiren. 

Es seien x, y } z die Goordinaten eines Punktes der ur- 
sprünglichen Fläche, deren Gleichung z = f(x, y) ist; vergi, wegen 
des Ansatzes § 1. 

Die neue Fläche habe die Gleichung 

*i = f(*i> Vi) + A(«t> i/i)*«> 
worin x lf y 19 z x die Coordinaten des Punktes seien, der dem 



• «-• t • • - • 
- • • 

• • • • 
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Punkt x, y, z entspricht, und da eine Grösse bedeute, die gegen 
Null convergirt. 

Die Variation von z ist alsdann die Gesammtheit der Terme 
von der niedrigsten Ordnung in z t — z, d. h. in 

[/Oi, Vi) — f( x > y)i + K*i> Vi) 8 *- 

Da nun 

f(*i,9i) — f( x > V) = ^ dx + Ty d V + »> 

^( x iì yù^ a = ^( x 7 y)àcc -+- <»' 

ist, worin ©, o' unendlich klein von höherer Ordnung in Bezug 
auf da, ÒX) äy sind, die man sämmtlich als von gleicher Ord- 
nung annehmen kann, so erhalt man schliesslich die Formel 

welche der in § 1 analog ist. Man beachte, dass das erste Glied 
auf der rechten Seite sich als Variation von z unter der spe- 
ciellen Voraussetzung, dass x und y nicht variiren, auffassen 
lässt; dies ergibt sich unmittelbar aus der oben aufgestellten 
Formel. 

Auf ähnliche Art lassen sich die Formeln für die Variationen 
der partiellen Derivirten von z ableiten. 

Es ist 

dx dx ' \dx* ' dxdy v 

etc. etc. 

Aus diesen Formeln geht hervor, dass die totale Variation 
sich zusammensetzt aus derjenigen Variation, welche unter der 
Voraussetzung, x und y seien nicht veränderlich, gebildet ist, 
und demjenigen Glied, welches nur von den Variationen von x 
und y abhängt. 

Liegt ferner eine Funktion von x, y, z und von den partiellen 
Derivirten von z vor, so lässt sich ihre Variation leicht mittelst 
der Sätze der Differentialrechnung allein ermitteln. 

Man erhält 

äF k x >y>*>wx->di>---) = 

dF x . dF x . dF x . dF x dz . 

= -i—ox-\--s-oy4--i-oz-\ ö-öts — h • • •. 

dx ' dy * ' dz ' dz dx ' 

ex 
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Wir gehen nun zu der Variation eines bestimmten Doppel- 
integrals über. 

Wenn der Integrationsbereich festliegt, und man daher die 
x und y als unveränderlich ansehen kann, so lässt sich die 
Formel für die Variation des Integrals leicht ermitteln, und 
man kann dann ebenso verfahren, wie bei den einfachen In- 
tegralen. 

Es ergibt sich, dass man die Variation des Integrals erhält, 
indem man einfach die Funktion F unter dem Integralzeichen 
durch ihre Variation SF ersetzt. 

Anders verhält es sich, wenn der Integrationsbereich variabel 
ist. Wir wollen eine ähnliche Methode, wie bei den einfachen 
Integralen benutzen; vergi. § 2 und Jordan, Cours d' Analyse, 
Paris 1882, Bd. 3, S. 534. Diese Methode kann zwar für die 
gewöhnlich vorkommenden Funktionen als exact angesehen 
werden, ist aber weit davon entfernt, die Strenge und Präcision 
zu bieten, welche bei so grundlegenden analytischen Unter- 
suchungen wünschenswerth ist. 

Man habe das Doppelintegral 



= / i Fdxdy. 



In F substituiren wir z + dz, z + dz , • • • an Stelle der 

dz 
Funktion z und ihrer partiellen Derivirten / = g— , • • -, worin 

dz, Ad, • • • die Zuwächse bedeuten, welche z, J, • • • in Folge 
der Variationen öx, Sy der unabhängigen Variabelen und der 
Variation der Funktion z selbst erhalten. 

Wir verändern dann auch den Integrationsbereich derart, 
dass jedem Punkt x, y des bisherigen Bereichs ein Punkt 
x + dx, y-\~Sy des neuen entspricht, mithin auch einem Punkt 
x , y des Umfangs des früheren der Punkt x + Sx , y + Sy 
des Umfangs des neuen, und bilden die Differenz zwischen dem 
so veränderten Integral und dem bisherigen. Das erstere dieser 
Integrale können wir durch eine Veränderung der unabhängigen 
Variabelen auf ein bestimmtes Integral für denselben Integrationa- 
bereich zurückführen, den das zweite hat. 

Zu dem Ende setzen wir in dem ersteren Integral 

x = u -f- du, 

y = v + ÒV, 

und nehmen dabei an, du, Sv seien Funktionen von u, v 
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nnd erfüllten die Bedingungen, sich auf Sx 0) Sy zu reduciren, 
wenn u, v bez. zu x , y werden. Man beachte, dass hier unter 
x , y im Allgemeinen die Goordinaten eines beliebigen Punktes 
des Umfangs des bisherigen Integrationsbereiches verstanden 
werden und es mithin unendlich viele Bedingungen sind, denen 
wir die willkürlichen Funktionen du, Sv zweier Variabelen 
unterwerfen. 

Die Funktion unter dem Integralzeichen wird, vorausgesetzt, 
dass man sich auch in #,/,••• an Stelle von x, y die Grössen 
u + Su, v + Sv substituirt denkt, eine Funktion dieser Grossen, 
die wir mit 

&(u + Su,v + Sv) = 

= Q(u, v) + (^Su + j^Sv) H 

bezeichnen wollen, und der Integrationsbereich wird der frühere. 

um das Integral zu transformiren, hat man die Funktion 

unter dem Integralzeichen mit der Funktionaldeterminante der 

alten Variabelen in Bezug auf die neuen zu multipliciren, d. h. mit 

d(dü) d(6u) 



1 + 



du > 

d(8v) 



,1 + 



dv 
d(Sv) 



-i+m+V)+ 



du 9 * ' dv 
Das- transformirte Integral wird alsdann 



ff 



&(u, v)dudv -{- 



d. h. also, wenn man die Bezeichnung der Variabelen u und v 
ändert und sie wieder x, y nennt, 

ff 9 (x, y) dx dy + ff^ (Odx)dxdy + 

+ ff^<* 8 y)d*äy + ---. 

Die Funktion <P aber ist 

F(x, y,z + /le, d +4d r - •) 



d.h. 



&(x, y) = F(x, y, *,/,-••) + 
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und da 

dz — 8 z + a> 

Jg f = Ssf + a>' 



ist, so erhalt man schliesslich 

worin SF die Variation von F unter der Voraussetzung ist, 
dass nur die Funktion z und ihre Derivirten variirt werden und 
ß ein Unendlichkleines von höherer Ordnung bezeichnet. 

Substituirt man in den vorstehenden Ausdruck, subtrahirt 
den Werth des ursprünglichen Integrals 

/ JFdx dy 

und nimmt an, das Integral 

ff[a + ^[(W+ Ä)**] + fa{*F+ «)»y]J äxdy 

könne in der That als von höherer Ordnung in Bezug auf das 
Integral der übrigen Tenne angesehen werden, so erhält man 

. dl*= fj6Fdxdy + 

Es ist dies die Ostrogradsky'sche Formel, welche die 
Formel für die einfachen Integrale in § 2 auf die doppelten 
ausdehnt. 

Man erkennt leicht, auf welche Art diese Formel zu ver- 
allgemeinern ist, wenn es sich anstatt um doppelte allgemein um 
vielfache Integrale handelt. 

Einen anderen Beweis dieser Formel Ostrogradsky's findet 
man in der citirten Arbeit Lindelöf's, 1860. 

§ 29. Transformation der Variation des vielfachen Integrals. 

Die Delaunay'sche Formel. 

Bei der Untersuchung der ersten Variation der einfachen 
Integrale ist die Transformation von Wichtigkeit, mit deren 
Hülfe man unter dem Integralzeichen die Variationen der Deri- 
virten der unbekannten Funktionen wegzuschaffen sucht, um 
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unter dem Integralzeichen einen linearen Ausdruck bez. der 
Variationen der unbekannten Funktionen allein und nicht auch 
noch ihrer Derivirten zu erhalten. 

Damit wird der Zweck verfolgt, den Ausdruck unter dem 
Integralzeichen so zu reduciren, dass er Variationen enthält, 
die man als von einander unabhängig ansehen kann. 

Eine ähnliche Betrachtung lässt sich natürlich auch bei 
den vielfachen Integralen anstellen. Man kommt dann zu einer 
Formel, auf welche schon Ostrogradsky am Schlüsse seiner 
citirten Abhandlung aufmerksam machte, die aber den Namen 
Ddawnay'sche Formel führt, weil der letztere Autor sich in dem 
ersten Theil seiner Schrift eingehend mit ihr beschäftigt hat. 

Um einen bestimmten einfachen Fall zu betrachten, wollen 
wir annehmen, es liege nur eine Funktion z vor und nur die 
ersten partiellen Derivirten von z träten auf, die wir 

dz dz_ 

dx l9 dy 2 
nennen. 

Wir setzen für SF seinen Werth in die Formel des vorigen 
Paragraphen und ordnen dann die verschiedenen Tenne auf die 
folgende Art: 



+ff\ji Se > + h {F8y) ] dxdy - 



Die beiden letzten Integrale lassen sich nun mittelst par- 
tieller Integration umformen. 
Man erhält, weil 

* * 2# dSz 

1 dx dx 

ist, und hier angenommen wird, x und y blieben unverändert: 

Legt man dem y einen Werth bei, so geschieht die Inte- 
gration nach x zwischen Grenzen, welche Funktionen von y 
sind, und welche die Abscissen der Punkte darstellen, in denen 
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die Parallele zur a-Axe, welche die gegebene Ordinate hat, die 
Umfangscurve des Integrationsgebiets schneidet. 

Nimmt man an, diese geschlossene Curve werde in zwei 
Punkten geschnitten, deren Abscissen x und x" Funktionen 
von y sind, so hat man die oben angegebenen Integrationen 
zwischen diesen beiden Werthen auszuführen und ferner an 
Stelle des ersten Terms auf der rechten Seite den Ausdruck 

[|Z 8z + Föx] - [H dz + Fdx] 
Ldz x t x x = x „ [dz l ^ J x=x , 

zu setzen. 

Integrirt man nun die linke und rechte Seite zum zweiten 
Mal nach y, so erhält man 

fdy [§£ *. + Fö^-jj§- x §£** • äxdy, 

worin die erste Integration einfach ist und zwischen den beiden 
Werthen von y zu geschehen hat, welche die Ordinaten der 
höchsten und tiefsten Tangente an die Umfangscurve des Ge- 
biets darstellen, und worin die zweite Integration doppelt ist 
und sich über das ganze gegebene ebene Gebiet erstreckt. 

Man erkennt leicht, dass die erste Integration mit der- 
jenigen der Grösse 

^lSz + FSx, 

wenn sie über den ganzen Umfang des Gebiets erstreckt wird, 
identisch ist; denn denken wir uns in diesem Ausdruck die 
Variabelen x und y durch die Gleichung des Umfangs mit ein- 
ander verbunden, und nehmen an, y sei die unabhängige Variabele 
und integriren, so erhalten wir genau den obigen Ausdruck. 

Hier würde zur Aufklärung der Sache dieselbe Erörterung 
nöthig sein, die in der Integralrechnung bei Gelegenheit der 
Green'schen Formel angestellt wird; wir können daher darauf 
verweisen. Siehe des Verfassers Càlcolo integrale. 

Nimmt man den Bogen s zur unabhängigen Variabelen und 
setzt dy = ds • cos co, worin cd den Winkel bedeutet, den die 
Normale zur Curve mit der #-Axe macht, so lässt sich der 
erste Term der vorstehenden Formel schreiben: 



f ds cos © i^-Sz + Föo^j 
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Analog kann man setzen: 

— fds sin cd (~ Se + Fäyj 

und daher schliesslich 

*/ = J ds{(coB co§| + sin «|D*# + 

-f- .F cos cd 3a; -f- .F sin co Sy j -f- 

Würden in F auch die höheren Derivirten von z auftreten, 
so hätte man die partiellen Integrationen zweimal vorzunehmen 
und erhielte dann unter dem zweiten Integralzeichen noch 
die Tenne 

JHIK A, d% dF A* P_W *- 

dx*dz lx ' oz > dxdy dz l% °*> dy*d*n r "' 
worin 

_(Pz __ d*z _(£i 

011 ~dx*> Z ™~dxdy> **~dy*>'" 

ist; wenn ferner F statt nur einer Funktion z deren mehrere 
enthielte, so würden noch andere Terme bez. dieser weiteren 
Punktionen hinzutreten, die den nämlichen Typus wie die an- 
gegebenen haben, und wenn es sich schliesslich um ein beliebig 
vielfaches statt um ein doppeltes Integral handelt, so kann man 
auf dieselbe Art verfahren. In allen diesen allgemeineren Fällen 
stösst man eigentlich nicht auf neue Schwierigkeiten, es wird 
nur die Rechnung verwickelter und mit ihr die Formeln; wir 
halten es deshalb nicht für angezeigt, uns dabei aufzuhalten. 

Nachdem die Variation auf diese Form gebracht ist, sieht 
man leicht ein, dass man auf dieselbe Art wie bei den ein- 
fachen Integralen zu den nämlichen Resultaten bez. des identischen 
Verschwindens der Variation kommt, welches, wie bekannt, 
nöthig ist, wenn das Integral ein Maximum oder Minimum 
haben soll. Die Betrachtungen, die wir hier anstellen müssten, 
wären mutatis mutandis dieselben, wie auch früher an anderer 
Stelle; wir brauchen sie hier nicht zu wiederholen. 
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Das erste der Integrale, auf welche die Variation von I 
zurückgeführt wurde, ist ein einfaches; es erstreckt sich über 
den Umfang des Gebiets; wenn deshalb die Integrationsgrenzen 
festgelegt und auch die Werthe von z bestimmt sind, so hat man 
Sx y dy, dz in diesen Punkten als Null anzusehen; alsdann wird 
das erste Integral Null und es bleibt nur das Doppelintegral 
übrig. 

Man erhält so eine sehr einfache Formel, die man schon 
in den Arbeiten von Lagrange findet. Siehe z. B. seine Ab- 
handlung über das Problem der Minimalflächen in den Misceli. 
Taur., Bd. 2, und die letzte der Legons sur le calcai des fondions. 



§ 30. Das Newton'sche Problem. Der Umdrehungskörper 

kleinsten Widerstandes. 

Dasjenige Problem der Va/riationsrechmng, welches wohl 
zuerst, abgesehen von gewissen leichten Problemen der Alten, 
von den Geometern untersucht wurde, ist das Newton'sche; 
man kann es so fassen: Die durch zwei gegebene Punkte gehende 
Curve zu finden, die, um eine gegebene Axe rotirend, einen Körper 
erzeugt, welcher beim Eintauchen in eine Flüssigkeit in der Richtung 
seiner Axe den geringsten Widerstand erfährt. 

Das Problem findet sich bei Newton, Phüosophiae naturalis 
principia mathematica, London 1687, Buch 2, Sect. 7, Prop. 34, 
scholium; er gab ohne Beweis die Differentialgleichung der ge- 
suchten Curve. 

Auf ihn folgten mit Schriften über dasselbe Problem: 
De l'Hopital, Acta Erud., August 1699; 
Joh. Bernoülli, Acta Erud., November 1699; 
Bouguer, Mém. de Paris, 1733; 
Euler, Meihodus invemendi etc., Art. 36, 1744; 
Saint-Jacques de Silvabelle, Mém. de Paris, Bd. 3, 1760; 
Legendre, Mém. de Paris, § 6, 1786. 

In Bezug auf das vorliegende Problem ist die'Legendre'sche 
Arbeit von grosser Wichtigkeit, weil in ihr die Lösbarkeit 
des Problems mit der Natur der Curve in Verbindung gebracht 
wird, die wir uns als Meridiancurve denken wollen, wie schon 
Silvabelle gethan hat. Wenn man sich vorstellt, die Meridian- 
curve sei eine Curve mit stetiger Tangente, so ist die Newton'sche 
Losung des Problems exact; seine Lösung entspricht aber nicht 
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mehr einem Minimum, wenn man unter den verschiedenen Arten 
von Curven ; welche das Problem auflösen können, auch die- 
jenigen mit unstetigen Tangenten begreift. 

Wir citiren noch die folgenden Arbeiten über den Gegenstand: 

Tarleton, Phü. Magasi., 4. Serie, Bd. 34, 1867. 

Hierin wird das Problem unter der Voraussetzung studirt, 
dass nicht die beiden Endpunkte der Meridiancurve gegeben 
sind, sondern nur die Ordinaten dieser Punkte und das Volumen 
des Körpers. 

Walton, Quart. Jaurn., Bd. 10, S. 344, 1870; 
Todhunter, Mesea/rches in fhe calmivi of variations, London 

1871, Kap. 9 u. 10, S. 167 u. 196; 
Stark off, Odessaer Denkschriften, Bd. 5 und 6 (russisch) und 

Bulletin de la Société math. de France, Bd. 13, 1884, 

1885, S. 132. 
August, Ueber die Rotationsfläche kleinsten Widerstandes etc., 

Creile, Bd. 103, 1888, S. 1. 

Die Untersuchungen Starkoff's sind fehlerhaft. Siehe 
darüber die letzte Seite der citirten Abhandlung Augusts und 
die Bemerkung, die wir weiter unten machen. 

Wir können uns nicht lange bei der Besprechung des 
Problems aufhalten und wollen die Lösung nur in ihren 
Hauptzügen angeben. 

Es wird, wie Newton es thut, die Hypothese gemacht, 
dass der Widerstand, welchen der Rotationskörper bei dem Ein- 
tauchen in der Richtung seiner Axe in der Flüssigkeit erfährt, 
dem Quadrat der auf die Normale seiner Oberfläche proji- 
cirten Geschwindigkeit proportional sei und die Richtung dieser 
Normalen habe. 

Wenn dann die ir- Axe die Rotationsaxe des Körpers ist 
und man bedenkt, dass aUe Punkte dieselbe Geschwindigkeit 
haben, so ist der Stoss, den ein Punkt der Oberfläche erhält, 

proportional zu f-pi . Weil ferner der Körper sich nur in der 

Richtung seiner Axe bewegt, so wird bei der Zerlegung des 
Stosses in zwei Richtungen, derjenigen der #-Axe und der 
Richtung senkrecht zu ihr, die zu x lothrechte Componente 
Null und es bleiben nur die Componenten parallel zu x, die 

sich ergeben, indem man den Stoss noch mit -p multiplicirt. 
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Für jede Zone von der Breite ds und senkrecht zur x-Axe 
erhält man einen totalen Stoss gleich 

Der Stoss oder der Widerstand für die ganze Fläche beträgt daher 

*J*(?ù' d8 - 

Dieses Integral wäre mithin zu einem Minimum zu machen. 
Führt man x als unabhängige Variabele ein, so wird das 
Integral 



/ 



/ j QiX • 



i + y 



Bezeichnet man dann, wie gewöhnlich, mit F die Funktion 
unter dem Integralzeichen, so ist 



F = 



yy 



i + y 



t) 



M- 9 *- »'* 



dy 1 + y' 



s> 



oder 



•" dy- yy (l + y")' 
Wir haben nun die Differentialgleichung 

M- d -f. = 

dx 



dF <L d Ä = o 



dy dx dy 
zu integriren. 

Wir beachten, dass, weil die Funktion F die Variabele x 
nicht explicite enthält, ihre totale Derivirte nach x identisch 

dF ,, 8JP „ = dF . . 
dy ** ' dy' y dx 

dF 
Eliminirt man nun ^— mit Hülfe der Differentialgleichung, 

so ergibt sich die Gleichung 

dF „ , >±.^_<W = q 
dtf & ~* & dxdyf dx 
oder 



112 § 30. Das Newton'sche Problem. 

Die erste Integration liefert daher unmittelbar 

F — y' -FT-T = Const. = a , 
d. h., wenn man nach y auflöst, 

y = a{< ^f ' (die Newton'sche läsung). 

Es lässt sich auch x als Funktion von y auf die folgende 
Art finden: 
Aus 

dx = -¥ 

y 

erhält man 

J V y ^ J y* 

und, wenn man für y den gefundenen Werth substituirt, 

= a (^ + Y 1 + lo g y ) + b ' 

Auf diese Weise erhalt man die Coordinaten x, y eines 
Punktes der Curve als Funktionen eines Parameters y . 

Die Curve, welche sich ergibt, hat eine Spitze in dem 

Punkt, in welchem y' = ]/3 ist. 

Die zweite Derivirte von F nach y wird 

d*F _ 2yy'(3-y'*) 
sie ist positiv für 

y"<3 

und negativ für 

Daraus folgt, dass der eine Zweig der Curve, von der 
Spitze aus beginnend, einem Minimum des Widerstandes, der 
andere einem Maximum entspricht. 

Wir müssen über dieses Resultat noch einige wichtige 
Bemerkungen machen; siehe Legendr e a. a. 0. 

Das vorliegende Problem lautet: 

Wenn zwei Punkte A 7 B gegeben sind, eine Curve derart 
durch sie zu legen, dass das Integral 
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ein Minimum wird. Wendet man die Variationsmethode an, so 
müssen wir voraussetzen, nicht nur y, sondern auch y sei eine 
stetige Funktion von x y so dass wir implicite aus den Lösungen 
alle diejenigen ausscheiden, welche Curven mit unstetigen Tan- 
genten, z. B. gebrochenen Linien entsprechen« Es ist in der Thut 
leicht zu zeigen, dass man zwischen A und B eine gebrochene 
Linie derart aufzeichnen kann, dass das obige Integral einen 
beliebig kleinen Werth erhält. 

Man braucht nur durch A und B zwei Gerade zu ziehen, 
die mit der #-Axe denselben Winkel bilden und sich in einem 
Punkt P schneiden. Wir wollen die gebrochene Linie ABB 

betrachten. Da -~- dem Sinus des Winkels co entspricht, den 

die beiden Geraden mit der #-Axe machen, so hat \-~\ für 

jeden Punkt der gebrochenen Linie den nämlichen Werth sin 8 eo ; 
das Integral reducirt sich daher auf 






. 2 vi— v\ 

= sm* CO r , 

wenn man mit y A , y B die Ordinaten der beiden festen Punkte A 
und B bezeichnet. Aus dieser Formel geht unmittelbar hervor, 
dass, da sin 2 co beliebig klein gemacht werden kann, auch das 
Integral sich so klein machen lässt, wie man nur wünscht. 

Wenn man also zu den möglichen Curven, die das Problem 
auflösen sollen, auch die gebrochenen rechnet, so lässt das 
Problem eine eigentliche Lösung nicht zu. 

Neuerdings hat nun Starkoff a. a. 0. die Frage wieder- 
holt geprüft und hat geglaubt, das vorliegende Problem zu- 
gleich mit allen anderen von derselben Natur dadurch lösen zu 
können, dass er zur unabhängigen Variabelen nicht x, sondern 
den Bogen s nahm und die Hypothese, dass ds gleich 

Ydx 2 + dy 2 sei, gar nicht benutzte. Er kam zu einer Curve, 
die schon Legendre, jedoch unter Hinzufügung der Be- 
dingung, dass der zwischen den beiden Punkten A } B enthaltene 
Bogen einen gegebenen Werth haben solle, als eine Curve rela- 
tiven Minimums gefunden hatte. 

Starkoff übersieht, wenn er s zur unabhängigen Varia- 
belen nimmt, dann die Formeln der Variationsrechnung an- 

Pascal, Variationsrechnung. 8 
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wendet und dabei ein verschiedenes Resultat erhält, dass dies 
lediglich daher kommt, weil sich bei seinem Verfahren ent- 
weder die Natur des Problems ändert oder das Resultat illu- 
sorisch wird. Denn, wenn man die Grenzen der Integration 
nach s beachtet, was der Autor nicht thut, und diese Grenzen 
als Constanten festlegt, so stimmt das Resultat mit dem 
Legendre'schen überein, bei welchem die Länge des zwischen 
den beiden Punkten A und B enthaltenen Bogens als fest- 
liegend angenommen wird. Werden diese Grenzen s , $ x des 
Integrals dagegen als variabel vorausgesetzt, so ergibt sich aus 
den oben von uns angestellten Betrachtungen, die übrigens von 
Legendre herrühren, dass das Integral kein Minimum hat, wenn 
man unter die Linien auch die gebrochenen einschliessen will. 
Man erkennt aus den Entwickelungen Starkoffs jedoch leicht, 
dass die Lösung des Problems illusorisch ist. Denn, da in 
diesem Fall die Variationen 

äs , d^ 

von Null verschieden sind, so müssen, wenn die Variation des 
Integrals Null sein soll, die Grössen 

fdy\ 9 ~\ r /dy\*~ 



nm- [»m 



welche in dem Ausdruck für die Variation des Integrals die 
Coefficienten von ds und äs x sind, für den Punkt A sowohl, 
wie für den Punkt B verschwinden. Der Autor dagegen findet 
als Gleichung der Curve (siehe unten) 

wobei c ± natürlich von Null verschieden sein soll. Siehe das 
Bulletin de la Société mafhématique de France, Bd. 13, S. 138. 

Aehnliche Bemerkungen über die Untersuchungen Starkoff 's 
hat schon Ssónin gemacht, üeber ein Problem der Va/riations- 
rechmmg, Odessaer Denkschriften, Bd. 6, S. 1 und S. 93, sowie 
auch August, Creile, Bd. 103, S. 22. 

Ehe wir diese Betrachtungen schliessen, wollen wir noch 
Einiges über eine leichte Art der Behandlung des Problems 
hinzufügen, von dem oben schon die Rede war, und bei welchem 
die Bedingung hinzutritt, dass der Bogen 5 zwischen den beiden 
Punkten eine gegebene Länge habe. Das Problem ist dann von 
der Art der isoperimetrischen; kann aber auch als Problem 



I 
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des absoluten Maximums behandelt werden, wenn man s zur 
unabhängigen Yariabelen nimmt. Dies ist leicht auszuführen, 
da in das specielle Integral, um welches es sich handelt, x ex- 
plicite nicht eingeht. Man kann dann die gewöhnliche Variations- 
methode anwenden und erhält: 






ds 
und daraus 

*-»*■- 69'-« ©'- «»$53 - 

— *jflÖ9'+»»S}- 

Setzt man diesen Ausdruck gleich Null, so ergibt sich ent- 
weder die Losung 

^ = 
ds u > 

welche eine der #-Axe parallele Gerade und mithin im All- 
gemeinen keine Curve darstellt, die durch die gegebenen Punkte 
A und B gehen kann, oder man erhält 

$>■+»» 3-o. 

deren Integral 

* @) 8= Const - = * 

ist. Substituirt man für ds seinen Werth 



so wird: 

V C l y' 3 

Es ergibt sich also y als Funktion von y'; um x zu finden, 
kann man, wie oben, verfahren. 

Der Unterschied zwischen diesem Resultat und dem 
Newton'schen besteht darin, dass der Zähler auf der rechten 
Seite statt des Exponenten f den Exponenten 2 hat. 

8* 



116 § 31. Das Problem der Brachistochrone. 

§ 31. Das Problem der Brachistochrone 

hat wohl die Veranlassung zur Variationsrechnung gegeben, 
während das Newton'sche die Aufmerksamkeit der Analytiker 
nicht besonders auf sich gezogen hat. Man kann daher sage^ die 
Geschichte der Variationsrechnung fange mit der Geschichte 
des Problems der Brachistochrone an. 

Es wurde zuerst von Johann Bernoulli in den Acta 
Emd.\ Juni 1696, S. 269, Programma edit Groningae, 1697 
aufgestellt. Er selbst gab eine Lösung in den Acta Erud., 
Mai 1697, S. 206. Vergi, in Bezug auf diese Arbeiten Ostwald's 
Klassiker etc., N. 46, Leipzig 1894. 

In demselben Band der Acta Erud., S. 211, erschien eine 
andere Lösung dieses Problems von Jacob Bernoulli, der 
seinerseits Probleme allgemeinerer Art zur Discussion stellte, 
die später unter dem gemeinsamen Namen der isoperimetrischen 
Probleme zusammengefasst wurden. 

Eine Arbeit, welche dazu bestimmt war, diese Probleme 
allgemeinerer Natur aufzulösen, war von Johann Bernoulli, 
Becueil de Paris, 1706, sie hatte aber Fehler und verstiess gegen 
die Principien der Differentialrechnung. 

Wichtiger war die Arbeit Jacob Bernoulli's, Analysis 
magni problematis isqperimetrici, Acta Eruditorum, 1701, auf 
welche dann die Taylor'sche Lösung in seiner Methodus in- 
crementorum folgte; später kam dann eine andere Arbeit von 
Johann Bernoulli, Académie des sciences 9 1718 und von Euler, 
Comm. Acad. Petrop., Bd. 6, 1732, 1733. Der letztere nahm 
daraus die Veranlassung, einen Fall der Bewegung in einem 
widerstehenden Mittel zu untersuchen und gab eine freilich 
inexacte Lösung des entsprechenden Problems, Comm. Petrop., 
Bd. 7, 1734, 1735; Mechcmica etc., Bd. 2, Petersburg 1736; Comm. 
Petrop., Bd. 8, 1736. Die erste in der That wichtige Arbeit 
war aber die Euler'sche: Methodus inveniendi lineas cwrvas 
mcucimi minimive proprietate gaudmtes sive solutio problematis 
isoperimetrici latissimo sensu accepti, Lausannae et Genevae 1744; 
in § 34 wird das Problem der Brachistochrone behandelt. 

Wir können schliesslich noch hinzufügen, dass das Problem 
der Brachistochrone auch das Hauptbeispiel in der berühmten 
Schrift von Lagrange bildete: Essai d'ime nouvdle méthode pour 
déterminer les maxima et les minima des formides intégr. déf., 
Misceli. Taurinensia, Bd. 2, 1760, 1761 und dass Lagrange 
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dasselbe Problem von Neuem in Bd. 4 der Mise. Tawr. unter 
der Voraussetzung behandelte, dass nicht die Endpunkte gegeben 
sind, sondern zwei in derselben Ebene liegende Curren, auf 
welchen sich diese Endpunkte befinden sollen, vergi. Werke, 
Bd. 2, S. 58, und dass endlich Lagrange bei Gelegenheit einer 
neuen Darlegung der Variationsmethode abermals das Problem 
der Brachistochrone, aber in einem Mittel untersuchte, dessen 
Widerstand eine beliebige Funktion der Geschwindigkeit ist; 
Legons sur le calcai des fonctìons, Le£on 22; Werke, Bd. 10, S. 440. 
Spätere Schriften über das Problem sind von 

Borda, Ac. de Paris, 1768; 

Legendre, ibidem, 1768, § 9. 

Den Fall von Unstetigkeiten findet man besprochen bei 

Todh unter, Besearches etc., London 1871, Kap. 7, S. 126. 
Das Problem der Brachistochrone lautet folgendermassen : 
Welchen Weg muss ein mit der Anfangsgeschwindigkeit v 
in Bewegimg gesetztes Mobil, auf welches nu/r die Schwere ein- 
tvirkt, verfolgen, um in der kürzesten Zeit von einem Punkt mit 
den Coordinaten x , y , z zu einem Punkt mit den Coordinaten 
x 1} y 19 z ± zu gelangen, wenn vorausgesetzt wird, dass die Be- 
wegung entweder in dem leeren Baum vor sich geht oder in einem 
Mittel, dessen Widerstand eine Funktion der Geschwindigkeit des 
Körpers ist? 

Nimmt man an, die x-Axe sei vertical und bezeichnet wie 
gewöhnlich mit g die Constante der Schwere, so ist im leeren 
Raum nach den Principien der Mechanik das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit, welche der Körper in einem beliebigen Augenblick 
hat, um das Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit vermindert, der 
Fallhöhe proportional, oder: 

v = yt? 2 + 2g(x — x). 
Aus d% 

v== ät 

erhält man * C ds C ds 



J v J TV 



+ 20(* o — x) 

Dieses Integral wäre also zu einem Minimum zu machen. 
Fährt man x als unabhängige Variabele ein, so wird 

tmm ?Vi + f + '' dx> 
worin y, / die Derivirten von y, z nach x bedeuten. 



118 § 31. Das Problem der Brachistochrone. 

Wir wollen, wie früher, mit M, M' die Derivirten der 
Funktion unter dem Integralzeichen nach y 7 y und analog mit 
N 9 N' die nach z 9 / bezeichnen, und haben dann 

Jf=0, 

N=0, 

M>= * 

yi + f/* + J*yv * + 2g(x -x)' 

AT = * ' — 

yi + y'* + z'*yv * + 2g(x -x)' 

und daher, weil 

TT TUT äM' 



Ä = N — 



dx 

dN' 



ist, 



L * — "' dx > 

K* = N' 



*— / 



X 



1/1 + /»+«'» y^r+ «ffo - *) ' 



TT d ■ ' 

*** = — Ä^. 



äxyi + y'*+ l ?*yv <> >+2g(x n -x)' 



1 yi + y »+*'»yV +2^,-*)' 

** yi + jf»+/«w + 2^*,,-*) 
Die Variation des Integrals wird alsdann: 

dt = [Fdx + JT^y +■ J^dxr]^ +f(H 1 dy + ^ds) <te 

und zur Bestimmung der Funktionen y und je? dienen die beiden 
Differentialgleichungen 

#3 = 0, 

aus welchen sich ergibt: 



y 



yi + y'* + **y Vo *+2g(x -x) 



y 1 + y '* + z >* y v% * + 2 g(x - x) 



= Const. = c ± , 
= Const. = c 2 ; 
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daraus folgt: 

K = Const. = — , 

er /» ' 



c, 



r C* f 

y = -r* 



und durch Integration: 



c, 






c% 



Diese Gleichung zeigt, dass sich die gesuchte Curve in einer 
verticalen Ebene befindet. 

Wir nehmen an, die #y-Ebene sei diese verticale Ebene, 
deren Gleichung dann z = wird. Man erhält z = aus der 
obigen Gleichung, wenn man einfach c % = setzt. Substituirt 
man den Werth von z in 

2/ 



und löst nach y' auf, so ergibt sich 



— <i 



•'-Vf 



— # 



worin 



a = *o + f£, 



s 



ist. Setzt man 



* l t^ 

° — 2gc x * X <> 2g 



a — b . a-\-b 
X = -j- + ~y- COSO, 

so wird 

/ 1 — coso» dy ,dx a + 6 ,+ x 

y = — » 1 r- = tf r = 5— (1 — cosca), 

^ sino» ' dm u a co 2 K Jì 

m 

y = ^ — (co — sin co) + c. 

Man erhalt so die Coordinaten x, y der Curve als Funk- 
tionen von co: 

x — a = £— (1 — cos (o), 

y — c = ^ — (co — sm co) ; 

daraus folgt, dass die Curve eine Cycloide mit horizontaler Basis ist. 

Liegen die beiden Endpunkte der Curve fest, so sind die 

ihnen entsprechenden Variationen der drei Coordinaten x } y } z 

Null und der erste Theil des Ausdrucks für dt ist daher iden- 
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tisch Null und die beiden Constanten c, c lf welche in den ge- 
fundenen Gleichungen auftreten, werden durch die Bedingung 
bestimmt, dass die Curve durch diese beiden Punkte gehen muss. 

Nehmen wir an, es sei nur der Anfangspunkt gegeben und 
der andere Punkt solle sich auf einer Curve befinden, die in 
einer verticalen Ebene liegt. Diese Ebene sei die #y-Ebene 
und die Gleichung der Curve sei <p = 0. 

Die Variationen Sz 07 8z u dx , dy sind dann Null, während 
äx 17 dy 1 der Beziehung 

(19/* +69, <*'**+ **)-<> 

genügen müssen. 

Alsdann liefert der erste Theil des Ausdrucks für die 
Variation des Integrals, welcher gleich Null zu setzen ist, 

und mit dem vorhergehenden zusammen, wenn man für z Null 
und für F und M' ihre Werthe substituirt: 






* 



Vi + vr 



0. 



dx x ' dy t yi ' dy x 

Diese Determinante lässt sich leicht auf 



dx x > 



Vi 

dtp 



= 



reduciren und drückt dann aus, dass die Brachistochrone die ge- 
gebene Curve q> rechtmnMig schneidet. 

Diese Relation, mit <p = zusammengenommen, liefert 
den Punkt x 1} y x \ wenn man nun diesen Punkt kennt und den 
gegebenen Anfangspunkt zu Hülfe nimmt, so lassen sich die 
beiden Integrationsconstanten bestimmen. 

Ist der Anfangspunkt # , y , # nicht gegeben, sondern nur 
festgesetzt, dass er sich auf einer gegebenen Curve ^ befinden 
soll, so kann man ähnlich verfahren-, man hat aber dann zu 
beachten, dass der in F auftretende Parameter x keine feste 
Grösse ist, sondern mit der Variation der Funktion y von X 
sich ändert. Vergi. § 2. Wir lassen statt seiner v variiren 
und zwar so, dass 

V + 2gx 
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eine constante Grösse, z. B. Null ist, d. h. also, dass die An- 
fangsgeschwindigkeit der Quadratwurzel aus der Fallhöhe pro- 
portional ist, oder mit anderen Worten, dass die Anfangs- 
geschwindigkeit die Geschwindigkeit ist, welche der Körper 
hatte, wenn er von der y-Axe frei und vertical bis zu dem 
Punkt x 0) y herabfiele. Alsdann tritt die Grösse x nicht mehr 
in F als variabel auf. Man könnte nun so verfahren, wie oben 
und würde finden, dass die Bahn des Körpers senkrecht sowohl 
zur Curve ^ als zur Curve <p ist. 

In diesem Punkt hat sich Lagrange geirrt; siehe § 4 
seiner Abhandlung in den Mise. Tawrm., Bd. 2; Borda be- 
merkte zuerst sein Versehen und corrigirte es, Mém. de Paris, 
1768; in einer späteren Arbeit gab dann Lagrange selbst, 
Misceli. Ta/wrin., Bd. 4, § 8 die richtige Lösung des Problems. 

Den Fall, in welchem der Körper sich in einem Mittel be- 
wegt, dessen Widerstand eine Funktion der Geschwindigkeit des 
Körpers ist, hat Lagrange in seinen Legons swr le calmi des 
fonetions, Werke, Bd. 10, S. 440 behandelt, und ebenso könnte 
man auch den Fall behandeln, wenn eine Fläche gegeben ist, 
auf welcher die Bahn liegen soll. 



§ 32. Das Problem der kürzesten Linien. Geodätische Linien 

auf den Flächen. 

Es ist dies das leichteste aller Probleme, auf welche sich 
die Variationsrechnung anwenden lässt. 

Die Bedingungen des Problems lassen sich auf vielfache Art 
variiren; man kann sich denken, die Endpunkte der Curve lägen 
fest, oder diese Punkte befänden sich auf gegebenen Curven bez. 
Flächen, während die ganze Linie im Uebrigen keinen Beschrän- 
kungen im Baum unterliege, oder man kann schliesslich ver- 
langen, dass die ganze Linie auf einer gegebenen Fläche liegen 
soll. In diesem letzteren Fall, welcher der wichtigste ist, er- 
geben sich die sogenannten geodätischen Linien der Flächen, 
unter denen man die kürzeste aller, unendlich wenig von ihnen 
verschiedenen, auf derselben Fläche liegenden und zwei Punkte 
der Fläche verbindenden Linien versteht. In der Differential- 
geometrie werden die geodätischen Linien anders, nämlich als 
solche definirt, deren Hauptnormale für jeden ihrer Punkte mit der 
Normalen mr Fläche zusammenfällt Es ist dies eine der wich- 
tigsten Eigenschaften der geodätischen Linien. 
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Das Problem der kürzesten Linie vom Standpunkt der 
Variationstheorie wird schon von den ersten Begründern der 
Variationsrechnung behandelt; es bildet den § 33 des berühmten 
Werkes von Euler, Mefhodus inveniendi etc. und wird ein- 
gehend in der 22 ten Legem sur le calcul des fonetions von Lagrange 
untersucht. 

Zuletzt hat Du Bois-Reymond, Math. Ann., Bd. 15, als 
er die Methoden der Variationsrechnung von durchaus strengem 
Standpunkt behandelte und prüfen wollte, bis zu welchem Punkt 
sie vor der Kritik bestehen können, das Problem der kürzesten 
Linien als Beispiel gewählt, und auf ihm alle Untersuchungen 
in seiner Abhandlung aufgebaut. 

Die Länge einer Linie im Raum wird durch das Integral 
dargestellt: 

fyi + y' 2 + /» dx. 

Man erhält also 

F = Vl+y'* + 0'*, 

^- = ^- = 

dy dz } 

JXL i — a«' — 



m: 



dy'> |/i+2,'*-f/»' 
dF z' 



2 dz' y 1 + tf* + z '* 

Wendet man daher die bekannten Formeln an, so ergeben 
sich die beiden Differentialgleichungen 

d y 



dx y 1+y >* + j 
d z* 



3 7 



dx y 1 + y >i + z '* > 

aus denen 

———9——-— = Const., = Const. 

folgt und damit 

y = Const., / = Const. 

Diese Gleichungen liefern, wenn sie integrili werden, 

y = ex + c', = c x x + c/, 
also die Gleichungen einer Geraden im Raum. 
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Wenn die Endpunkte der Linie gegeben sind, so werden 
die vier Constanten durch die Bedingung bestimmt, dass den 
beiden Gleichungen durch 

oder 

* — «u y — ttif * = *i 

genügt werden muss. Ist dagegen der erste Punkt gegeben und 
soll der zweite auf einer Flache 

liegen, so sind zwar äx Qf Sy Q) dz wieder Null, nicht aber 
dx 1} Sy 1} äz l . Diese letzteren sind durch die Beziehung ver- 
bunden: 

$2- dXl+ $2. ißy, + tfàxà + fj {8 z, + ei 'Sx t ) - 0. 

Der erste Theil der Variation des Integrals ist den all- 
gemeinen Formeln zu Folge 

und muss verschwinden, wenn äx 19 dy 17 dz ± nur durch die vor- 
stehende Beziehung von einander abhängen. 

Multiplicirt man den letzteren Ausdruck- mit 

yi + a'» + V 2 

und setzt ihn gleich Null, so ergibt sich: 

(1 + y/s + V V*i + *'** + *'** = 0, 
oder 

dx, + *'(** + y^dxj + 2t'(d gl + z.'Sx,) = 0. 

Da diese Relation mit der vorigen zugleich bestehen muss und 
von den drei Variationen dx l7 dy 17 dz x eine willkürlich ist, so 
müssen die Unterdeterminanten der Matrix 

dq> dq> d<p 

1 , Vi > *i 

Null sein. Geometrisch ausgelegt, heisst dies, dass die Gerade 

die Fläche q> senkrecht trifft. 

Wir gehen nun zu der Aufgabe über: 
2hvi$chen zwei Punkten einer gegebenen Fläche 



1 
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eine Linie m ziehen, die vollständig auf der Fläche liegt und die 
geringste Länge hat. 

Dieses Problem ist von der Art der relativen Minima; um 
es zu lösen, muss man daher nach der Lagrange 'sehen Regel 
das Integral 

J {yi + y'* + /» + l 9 (x, y, $)) dx, 

worin X eine unbestimmte Funktion bezeichnet, zu einem Mi- 
nimum machen. 

Man kann ebenso verfahren, wie in dem vorigen Fall und 
erhält als zweiten Theil der Variation des Integrals den Ausdruck 

+ r_-f , ' = + x d /\òz\dx 

L dx Vi + y'* + «'' ds \ I 

— — -=£== 4- A ^ = o 
dxyi +y > i_|./« ^ gy ' 

— — * + 1^ = 
Diesen Gleichungen kann man die Form geben: 

Multiplicirt man die erste mit dy f die zweite mit dz } addirt 
und beachtet die identischen Relationen 



und daraus: 



so erhält man 

Aus dieser Relation und den beiden ihr analogen folgt, dass 

■i dx j - — d • — 

ds ' ds ' ds 
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proportional zu 

dq> dtp dtp 

dx> dy> dz 

sind, die ihrerseits sich verhalten wie die Richtungscosinus der 
Normalen zur Fläche <p, während 

, dx j dy j dz 

d dt> d j;> d -ji 

dagegen den Richtungscosinus der Hauptnormalen zur Curve 
proportional sind. Siehe des Verfassers Calcolo differenziale 
S. 296, 301. *) Die kürzeste Linie auf der Fläche besitzt mithin 
die Eigenschaft;, dass ihre Hauptnormale mit der Normalen zur 
Fläche zusammenfällt. 

Solche Curven heissen geodätische Linien der Fläche; ihr 
Studium gehört der Differentialgeometrie an. 

Vom Standpunkt der Variationsrechnung aus wurden sie 
untersucht von: 

Bertrand, Sur la plus courte distarne entre deux points d'ime 
surface, Oeuves de Lagrange, Bd. 12, S. 355, Ausgabe 
von Serret und Darboux, Paris 1889; 
Bonnet, Comptes rendus, Bd. 40, 41, 1855. 

§ 33. Die Minimalflächen. 

Mit Ausnahme eines ganz speciellen schon von Euler in 
seiner Mefhodus etc. untersuchten Falles, war Lagrange der 
Erste, welcher in der wiederholt citirten Abhandlung in den 
Mise. Taur., Bd. 2 die Variationsrechnung auf das Studium des 
Problems der Flächen, die bei gegebenen Grenzbedingungen den 
geringsten Flächeninhalt haben, angewendet und die partielle 
Differentialgleichung dieser Flächen aufgestellt hat. 

Die späteren sehr zahlreichen Arbeiten darüber gehören 
eigentlich nicht mehr der Variationsrechnung an, da sie sich mit 
den verschiedenen Methoden zur Integration dieser Differential- 
gleichung und mit den Eigenschaften der Minimalflächen be- 
schäftigen. 

Diese partielle Differentialgleichung wurde nacheinander von 
Meusnier 1776, Monge 1784, Legendre 1787 und Ampère 



1) Vergi, z. B. Joachimsthal, Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung auf die allgemeine Theorie der Flächen und der Linien 
doppelter Krümmung, Leipzig 1872, S. 131 u. ff. 
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1820 untersucht; die späteren Schriften citiren wir nicht, weil 
sie, wie gesagt, im Grund genommen, nicht hierher gehören. 
Wir verweisen nur auf die Angaben von Beltrami, Acad. di 
Bologna, Bd. 7, 1868; Schwarz, Grelle, Bd. 80, 1875; Darboux, 
Theorie des swrfaces, Bd. 1, Paris 1887; W. Howe, Dissertation, 
Berlin 1887 und schliesslich auf das neuere Buch von Bianchi, 
Geometria differentiaìe, Pisa 1894. 

Der Inhalt einer Fläche ist durch das Integral 

gegeben. Man hat die Variation dieses Integrals gleich Null zu 
setzen unter der Annahme, dass die Grenzen der Integration 
fest sind. 

Bezeichnet man mit p, q die beiden Derivirten von 8, und 
beachtet, dass die Grenzen hier festliegen und daher das erste 
der beiden Integrale in der Delaunay'schen Formel, vergi. § 29, 
Null ist, so erhält man einfach: 

xt C Ci i \% F d VF d <> F \x f\ 

und daraus: 

— p 4- — g = o 

Dies ist die partielle Differentialgleichung der Minimalflächen. 

Wie man aus ihr ersieht, haben diese Flächen die besondere 
Eigenschaft, dass die Hauptkrümmungsradien gleich sind und 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen (Meusnier). 

Wenn man diejenigen Lösungen der vorstehenden Gleichung 
sucht, welche eine der drei Formen besitzen: 

z = f(x* + tf), 

so erhält man drei specielle Minimalflächen, welche bez. die 
Catenoide (Rotationsfläche der Kettenlinie) (Plateau), die wind- 
schiefe Schraubenfläche (Meusnier) und die Translationsfläche 
(Scherk 1834) heissen. 

Wenn nicht ein Theil des Umfangs gegeben ist, sondern 
diese Umgrenzung oder ein Theil von ihr sich auf einer ge- 
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gebenen Fläche befinden soll, so ergibt sich, dass die Minimal- 
flache die gegebene rechtwinklig schneidet. Man kann sagen, 
diese Eigenschaft sei eine Erweiterung derjenigen, welche wir 
bei den kürzesten Linien fanden, die sich von einem Punkt aus 
nach einer gegebenen Fläche ziehen lassen. 



§ 34. Verschiedene Probleme der Variationsrechnung. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die bekanntesten Pro- 
bleme der Variationsrechnung zusammenstellen und bei jedem 
derselben einige Bemerkungen hinzufügen. 

Den grössten Theil dieser Probleme findet man schon in 
dem berühmten Werk Euler's, der eine grosse Anzahl von 
ihnen sammelte und erörterte. 

Auf das Problem der Brachistochrone, von welchem in § 31 
die Bede war, folgten die in der Geschichte unserer Wissenschaft 
berühmt gewordenen isoperimetrischen Probleme. Sie führen 
diesen Namen, weil man bei ihnen von allen Curven mit dem- 
selben Perimeter diejenigen zu finden sucht, die eine gewisse 
gegebene Eigenschaft im höchsten oder geringsten Grade besitzen. 

Zuerst wurden sie von Jacob Bernoulli untersucht, Acta 
Erud., Mai 1697, welcher am Schluss jener Abhandlung, die 
eine andere Lösung des Problems der Brachistochrone seines 
Bruders Johann enthält, einige leichte isoperimetrische Probleme 
citirt; z. B.: von allen ebenen Curven mit gegebenem Peri- 
meter diejenige zu finden, welche die grösste Fläche um- 
schliesst, oder diejenige, bei welcher der Schwerpunkt der 
Fläche bez. der Curve von der Basis den grössten Abstand hat. 
Von diesen Problemen wurde das erste schon von den alten 
Griechen gelöst und das zweite von Johann Bernoulli, Werke, 
Bd. 3, S. 497. Jacob Bernoulli bringt zuletzt noch die folgende 
Aufgabe zur Sprache, die er gelöst haben will und die wir hier 
als die erste in unserer Sammlung von Problemen aufführen. 

1. Eine Curve von gegebener Länge, welche durch zwei ge- 
gebene Punkte geht, derart zu construiren, dass eine andere zwischen 
denselben Endpunkten gezogene Curve, deren Ordinaten eine Potenz 
oder Wwrzel aus den entsprechenden Ordinaten oder Bogen der 
ersten Curve sind, den grössten Flächeninhalt umscMiesst In dem 
speciellen Fall, in welchem die Ordinate der zweiten Curve dem 
entsprechenden Bogen djer ersten gleich ist, erhält man eine 
Kettenlinie. Siehe das Werk Momsen's, Elementa calculi variar 
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tionum etc., Altona 1833, S. 45 und Todhunt er, Researches etc., 
London 1871, S. 220. 

2. Man soll von allen geschlossenen Polygonen, welche ge- 
gebene Segmente zu Seiten haben, dasjenige von grösstem Flächen- 
inhalt finden. 

Es ist, wie sich beweisen lässt, das in einen Kreis ein- 
geschriebene Polygon. Lagrange hat dieses Problem in dem 
zweiten Anhang zum Essai sur une nouvdle méthode etc., Misceli. 
Soc. Taur., Bd. 2, 1762 mittelst der Variationsrechnung behandelt; 
vor ihm hatte es schon Cramer, Berliner Acad., 1752 auf 
synthetischem Weg untersucht. 

Bez. des analogen Problems der Polyeder von gegebener 
Oberfläche und grösstem Volumen siehe Lindelöf, Math. Ann., 
Bd. 2, S. 150. 

Handelt es sich nicht um ein Polygon, sondern eine Curve 
von gegebenem Perimeter, so erhält man einen Kreis, wie schon 
Zenodorus bewiesen und Pappus uns überliefert hat. Siehe 
Cantor, Geschichte der Math., Bd. 1, S. 308. In § 8 der Le- 
gendre'schen Abhandlung, Acad. de Paris, 1786 wird dieses 
Problem eingehend vom Standpunkt der Variationsrechnung aus 
studirt. Man findet es auch bei Euler, Methodus inveniendi etc., 
Kap. 5, § 41. Probleme dieser Art in der Ebene, auf der Kugel 
und im Raum werden auf durchaus geometrische Art in einer 
umfangreichen Schrift von Steiner behandelt, Crdle, Bd. 24, 
S. 93 und S. 189; LiowiOe, Bd. 6. 

3. Zwischen zwei gegebenen Punkten oder zwei gegebenen 
Curven eine Cwrve so zu ziehen, dass ein sie durchfallender schwerer 
Körper am Ende seines Falles die grösstmögliche Geschwindig' 
keil hat. 

Lagrange bespricht die Aufgabe am Ende der letzten der 
Legons swr le calmi etc., Werke, Bd. 10, S. 448. Wenn die End- 
punkte sich auf zwei gegebenen Curven befinden sollen, so sind 
die Tangenten an die beiden Curven in diesen Endpunkten 
einander parallel. Es entspricht dies einem ähnlichen Satz, der 
für die Brachistochrone gilt. 

4. Von allen Curven gleichen Perimeters, deren Endpunkte 
gegeben sind, diejenige zu ermittdn, bei welcher der Schwerpunkt 
der Linie den kleinsten Abstand von der Basis hat. 

Diese Aufgabe hat schon Galilei 1638, allerdings fehler- 
haft zu lösen versucht; er hatte die Parabel für eine solche 
Curve gehalten. Später beschäftigten sich mit ihr die Brüder 
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Johann und Jacob Bernoulli, Huyghens und Leibnitz, 
Acta Erud., 1690 — 1692. Die gesuchte Curve ist eine Ketten* 
linie, also derart, dass der Krümmungsradius der Länge der 
Normalen zwischen der Curve und der #-Axe gleich ist, aber 
auf der entgegengesetzten Seite, wie die Normale, liegt. 

Wenn a eine unbestimmte Constante bezeichnet, so hat 
man das Integral 

f(y + a)ds 

zu einem Maximum zu machen; denn — / yds ist, wie man aus 

der Mechanik weiss, die Ordinate des Schwerpunkts der Linie. 

Auch Legendre hat dieses Problem in § 7 der Abhandlung 
von 1786 (Pariser Akademie) behandelt. Siehe auch Mayer, 
Math. Ann., Bd. 13, S. 65. 

Die folgenden Probleme 5 bis 11 sind sämmtlich in dem 
berühmten mehrerwähnten Euler'schen Werk Mefhodus in- 
veniendi etc. erörtert und gelöst worden. 

5. Durch zwei Punkte eine Curve so zu ziehen, dass der 
zwischen ihr, ihrer Evolute und den Normalen in den Endpunkten 
enthaltene Flächeninhalt der kleinstmögliche ist. 

Die Curve ist ein Zweig der Cycloide, Euler a. a. 0. Kap. 2, 
§ 51. Siehe auch Jellett, Variationsrechnung, deutsche Ueber- 
setzung, Braunschweig 1860, S. 191 und 422 und Todhunt er, 
Besearches etc., London 1871, S. 250. 

6. Von allen Curven, welche zwei Punkte verbinden und, um 
eine Axe rotirend, Flächen von demselben Inhalt erzeugen, die- 
jenigen zu finden, für welche eine solche Fläche das grösste Volumen 
einschliesst. Euler, Kap. 5, § 44. 

Diese Aufgabe hat Veranlassung zu vielen Controversen ge- 
geben. Vergi. Moigno-Lindelöf, Calcul des variations, S. 218 
und Greve, Ein Problem aus der Variationsrechnung, Gott. Dissert, 
1875. 1 ) 

7. Von allen Curven, die durch zwei Punkte gehen und Flächen 
von demselben Inhalt umschliessen, diejenigen zu ermitteln, die, um 
eine Axe rotirend, die Fläche von geringstem Inhalt erzeugen; 
Euler, Kap. 5, § 45. 

1) Hormann, Untersuchung über die Grenzen, zwischen welchen Un- 
duloide und Nodoide, die von zwei festen Parallelkreisen begrenzt sind, bei 
gegebenem Volumen ein Minimum der Oberfläche besitzen, Göttinger Dissert. 
1887. 

Pascal, Variationsrechnung. 9 
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Man erhält eine Curve 3 ter Ordnung mit einem Doppelpunkt. 

8. Von allen Curven mit demselben Perimeter, die durch zwei 
Punkte gehen, diejenigen zu finden, die, um eine Axe rotirend, den 
Körper von grösstem Volumen erzeugen; Euler, Kap. 5, § 46. 

Es ergibt sich die sogenannte elastische Linie, bei welcher 
der Krümmungsradius umgekehrt proportional zur Abscisse ist. 

9. Die Curve zu suchen, welche unter allen anderen mit dem- 
selben Perimeter bei der Botation um eine Axe eine Fläche von 
grösstem oder kleinstem Inhalt erzeugt; ebenda, Kap. 5, § 47. 

Man erhält die Kettenlinie. Die Oberfläche heisst Catenoide 
(Plateau). Siehe Goldschmidt, Determinatio superf. min. etc., 
Göttingen 1831; Lindelöf, Sur les limites entre lesguélles la 
catenoide est une surface minime, Math. Ann., Bd. 2, S. 160, 1870. 

10. Von allen Curven mit demselben Perimeter, welche die- 
selbe Fläche umschliessen, diejenige zu suchen, weiche, um eine Axe 
rotirend, eine Fläche erzeugt, die das grösste oder kleinste Volumen 
umscMiesst. Euler, Kap. 6, § 22. Es ergibt sich die ela- 
stische Linie. 

11. Von allen Curven mit denselben Abseissen, welche den- 
selben Flächeninhalt einscJUiessen und, um die Axe rotirend, Flächen 
hervorbringen, die dasselbe Volumen umschliessen, diejenige zu er- 
mitteln, deren Schwerpunkt am tiefsten oder höchsten liegt. Ebenda, 
Kap. 6, § 23. Man findet die Gerade. 

12. Es sind zwei einander parallele Ebenen und ein Punkt 
in einer von ihnen gegeben; man soll von diesem Punkt nach der 
anderen Ebene eine Lime von gegebener Länge so ziehen, dass der 
Inhalt der Cylinder fläche, welche sich ergibt, wenn man von den 
verschiedenen Punkten der Linie auf die beiden Ebenen von diesen 
Ebenen begrenzte Lofhe fällt, ein Maximum ist. 

Man erhält die Schraubenlinie. Siehe Moigno, Calcul des 
variations, Paris 1861, S. 299 und Starkoff, Bend. di Palermo^ 
Bd. 2, S. 116. Bez. der letzteren Arbeit beachte man jedoch, 
was wir in § 30 über eine andere Schrift desselben Autors ge- 
sagt haben. 

13. Zwei Ordinateli liegen fest; man soll von einem Punkt 
der ersten nach einem der zweiten eine Curve so ziehen, dass die 
durch die Abseissenaxe, die beiden Ordinalen und die Curve be- 
stimmte Figur einen gegebenen Perimeter und den grösstmögliehen 
Flächeninhalt hat Vergi. Challis, On the solution of fhree Pro- 
blems etc., Phil. Magaz., 1872. 

14. Eine Fläche von gegebenem Inhalt zu finden, die das 
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grösste Volumen umschliesst. Siehe Sarrus, Mém. des sav. étrang., 
Bd. 10, 1846; Sabinin, Moskauer math. Sammlung, Bd. 14, 
S. 451, 1890. 

15. Eine Curve von constanter erster Krümmung zu finden, 
deren Endpunkte a/uf zwei gegebenen Curven oder Flächen liegen 
und deren Länge ein Maximum oder Minimum ist. 

Diese Aufgabe hat zuerst Delaunay behandelt, später Jellett 
und Todhunte r. Eine neuere Arbeit darüber ist die Doctor- 
dissertaMon von Venske, Göttingen 1891. 

16. Eine Curve zu bestimmen, die in Bezug auf einen ge- 
gebenen Ptmkt das grösste oder kleinste Trägheitsmoment hat. 

Euler hat dieses Problem fehlerhaft erörtert; genau richtig 

ist die Lösung von Ossian Bonnet, Limville, Bd. 9, S. 97, 1844. 

Eine analoge Aufgabe findet man bei De la Goupillière, 

Sur le minimum du potentiél de Vare, Ass. Fran£. Besan9on, Bd. 22, 

S. 164, 1893. 

Bez. anderer Probleme der Variationsrechnung verweisen 
wir auf 

Minding, Creile, Bd. 5, 1830; 

Spitzer, Grunerfs Archiv, Bd. 23, S. 125, 1854; 

Schellbach, Probleme der Variationsr., Creile, Bd. 41, S. 293, 

1851; 
Walton, On a problem in the calculus of variations, Quarterly 

Journ., Bd. 10, S. 72, 1869; 

Borchardt, Ueber das Ellipsoid von kleinstem Volumen bei 

gegebenem Flächeninhalte einer Anzahl von Centralschnitten, 

Beri. Monatsber., 1872, S. 505; 

Derselbe, Beri. Abh., 1866 (das Problem des Tetraeders); 1 ) 

Wilkinson, Twoproblems in the calculus of variations, Messenger, 

2 te Serie, Bd. 1. S. 175, 1872; 
Korkin et Zolotareff, Sur un certain minimum, Nouv. ann., 

2 te Serie, Bd. 12, S. 337, 1873; 
Schuringa, Les trajeetoires minima, Archives NeerL, Bd. 8, 

S. 1, 1873; 
Minding, Ueber einige isoperimetrische Aufgaben, Bull, de 

St. Pétersb., Bd. 24, 1877; 
Derselbe, Theorie des courbes du plus petit périmètre sur les 
surfaces combes, Bull, de St. Pétersb., Bd. 21 und 25, 
1876—1878; 

1) Die beiden Schriften von Borchardt gehören streng genommen 
ebensowenig hierher, wie das Problem 2. 

9* 
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D'O cagne, Sur certaines figures minima, Bull, de la Soc. Math., 

Bd. 12, S. 168; 
Posse, Quelques remarques sur une certame question de minimum, 

Math. Ann., Bd. 26, S. 593, 1886; 
Markoff, Einige Beispiele der Lösung besonderer Aufgaben 

über Max. und Min. (russisch). Math. Soc. in Charkow, 

2 te Serie, Bd. 1, S. 250. 



§ 35. Anwendungen der Variationsrechnung auf die AnÄlyais. 

Integrabilitätsbedingungen. 

Das Problem, das wir jetzt erörtern wollen und welches in 
engster Beziehung zur Variationsrechnung steht, lautet: 

Eine Funktion von x, y und der Derivirten von y nach x 
sei gegeben. Sie sei 

Wir wollen untersuchen, wann das Integral 

fF[x,y,y',---,yW]dx 

sich ohne vorherige Kenntniss der Funktion y von x und mithin 
auch ihrer Derivirten ermitteln lässt, mit anderen Worten, wann 
die Funktion F die exacte Derivwte einer Funktion q> von 
x j V> y'j ' • •> y *-" 1 * ist. Wenn dieser Fall eintritt, so sagen 
wir, die Funktion F sei integrirbar; es ist aber klar, welche 
Bedeutung wir hier dem Wort integrirbar geben wollen; wir 
wollen damit ausdrücken, F lasse sich unabhängig von der 
Kenntniss von y integriren. 

Nehmen wir an, dies könne geschehen und es existire die 
Funktion <p; alsdann ist identisch 

dx 

und daher, wenn man zwischen zwei beliebigen Grenzen inte- 
grirt, die Variation des Integrals entwickelt und sie gleich 
Null setzt: 



x" x" 



s f( F -^) dx==0 =' 8 f Fdx - s tot • 

x' x' 

Wir entwickeln nun diese Variation und transformiren sie 
mittelst der bekannten Formel; vergi. § 3. 
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Man erhält 

[Fix + Kfiy + K'6y'+.. .£ - d[qft 

dM' . d*M' 



■/[■ 



^--sf + w-- ••]'***■ 



Soll diese Variation unabhängig von y Null sein, so muss, 
wie bekannt, der Theil unter dem Integralzeichen verschwinden; 
es ergibt sich daher die Bedingung: 

M — — 4- d%M — = 
dx ' dx* ; 

worin 

dF 



M = 



dy' 



n/rr dF . , 

dy 

Dies ist die Bedingung für die Integrabilität; sie bietet 
sich hier als eine nothwendige Bedingung; man kann aber sofort 
zeigen, dass sie auch ausreicht. 

Für n = 1 ist die Bedingung 

,, dM' A 
M —diT- > 
d. h. 

d£ ^ ?Z = o 

dy dx dy' 

ausreichend, damit F sich integriren lasse. 
Denn entwickelt man, so wird 

3F 3*F d*F ,_<PF_ „_ 

dy dxdy' dydy ,y dy'* y ~ 

und weil die drei ersten Terme y' nicht enthalten, so muss 
nothwendiger Weise 

^ = 

sein, d. h. F die Form 

F=Py'+Q 

haben, in welcher weder P noch Q die Grösse y 1 enthält. 
Consferuiren wir nun die Funktion 

<p =*fPdy 
und nehmen an, in P sei nur y variabel, so wird 9 eine Eunk-. 
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tion von x und y, deren partielle Derivirte nach y } P ist und 
mithin 

"wobei in B die Grösse y nicht vorkommt. Es enthält also 

dx x 

•y nicht. Ueberdies enthält es auch nicht y; denn, da F nach 
der Voraussetzung der Bedingung 

^F d^ ^Z = o 

dy dx dtf 

genügt und ebenso j^ diese Bedingung erfüllt, weil -=^ eine 

exacte Derivirte ist, so muss auch ihre Differenz sie erfüllen; 
y ist aber in ihrer Differenz nicht enthalten; man hat also 

dy ~ U > 

woraus folgt, dass in Q — B die Grösse y nicht auftritt. 

Diese Differenz ist also eine Funktion il>(x) nur von x, 
welcher man immer die Form der Derivirten einer anderen 
Funktion von x allein geben kann: 

Jl>(x) äx\ 
es ist daher 

womit also F als exacte Derivirte einer Funktion von x und y 
ausgedrückt ist. 

Das Theorem gilt daher für n = 1. Wir können aber zeigen, 
dass, wenn es für n — 1 besteht, es auch für n gültig ist. 

Es sei 

dF iEj.Ü.E_,,.±Jl dF = p 

dy dx dy' ' dx* dy" " " — dx n dy {n) ~ 

Entwickelt man und beachtet, dass alle Terme bis auf einen 
y(2«) nicht enthalten, so folgt, dass der Coefficient von y( 2w > Null 
sein muss, d. h. 

es mass daher F die Form 
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.F=Py(») + Q 

haben, wobei y (n > in P und Q nicht vorkommt. 
Construiren wir nun 

und setzen fest, dass in P nur y^ n " *> variabel sein soll, alle 

anderen Grössen, die darin auftreten, aber nicht, so ist die 

Derivirte von <p nach y< n ~ 1 ) eben P. 
Man erhält daher 

worin B die Grösse y (n) nicht enthält. 
Mithin wird auch 

^ w) nicht enthalten und ähnliche Bedingungen, wie F } erfüllen, 

weil ihnen auf der linken Seite .F und die exacte Derivirte -^ 

dx 

genügen. Nach der Voraussetzung, die wir gemacht haben, 
ist also (Q — R) die exacte Derivirte einer Funktion von 

x > V> y> ' ' ' > y (n "" 2) - Bezeichnen wir sie mit -^, so ist folglich 

' o> x 

F _ d(<p + ilt) 
* ~ dx > 

worin 9 + # eine Funktion von x, y 7 y 7 • • •, y^ n ~ *> ist. 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn F statt y 
allein, auch noch andere Funktionen #, w, v 9 • • • enthält. 

Wendet man Ä-mal hintereinander dieses Kriterium an, so 
findet man die Bedingungen, unter welchen eine Funktion der 
betrachteten Art Ä-mal integrirbar ist; vergi. Jellett, Variat etc., 
S. 370. Ebenso verfährt man, wenn statt einfacher, vielfache 
Integrale vorliegen. 

Wenn F eine Funktion von k Va/riabelen, von Funktionen 
dieser Variabden und der Derivirten dieser Funktionen ist, so be- 
steht die nofhwendige und ausreichende Bedingung, damit das h-fache 
Integral von F sich auf ein (k — l)-faches Integral auch ohne 
Kenntniss der Funktionen, die in F eingehen, redueiren lasse, darin, 
dass der Theil unter dem krfachen Integralzeichen in der Delau- 
nay'schen Formel (vergi. § 29) identisch Null sein muss. 
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* * ♦ 

Wir wollen nicht näher auf diesen Gegenstand eingehen 
und schliessen damit, einige Angaben über die Geschichte und 
Litteratur dieser Untersuchungen zu machen. 

Das Theorem über die Integrabilität ist von Euler, der es 
zuerst in Bd. 10 der Navi Camment. Petrop., 1764 in einer Ab- 
handlung bekannt gab, welche den Titel Analytica explicatia 
methadi maximarum et minimorum führt. 

Darin stellte Euler jedoch nur das Theorem auf und der 
Marquis von Condorcet gab zuerst einen directen Beweis, Acad. 
de Paris, 1765, S. 54, 55. 

Einige Jahre später erschienen zwei Schriften von Lexell, 
Navi Camment. Petrapal., Bd. 15, 16, 1771, 1772, in denen dieser 
Autor es unternahm, das Theorem in seinem ganzen Umfang, 
d. h. nicht nur die Notwendigkeit, sondern auch das Ausreichen 
der bekannten Bedingungen zu beweisen. Die Beweise dieses 
Autors schienen aber sehr complicirt zu sein und auch Lagrange 
hielt sie dafür, der sich in seinen Legans sur le calmi des fanctians, 
S. 409, Paris 1806 mit diesem Theorem beschäftigte. 

Andere Arbeiten über diesen Gegenstand sind, nach der 
Zeit geordnet: 

Sarrus, Ann. de Gerganne, Bd. 14, S. 197, 1824; 
M. B. D. C, Ann. de Gerganne, Bd. 14, S. 319; 
Poisson, Mern. de VAcad., Bd. 12, 1833, S. 223; 
Sarrus, Camptes Rendus, Bd. 1, 1835, S. 1Ì5; 
Dirksen, Abhandlungen d. Berliner Akad., 1838; 
Bertrand, Jaurn. de VÉc. Palyt, Cah. 28, 1841, S. 249; 
Raabe, Creile, Bd. 31, S. 181, 1844; 

Joachimsthal, Creile, Bd. 33, S. 95, 1846, der damit beginnt, 
dem vorhergehenden Autor die Priorität gewisser Sätze 
zu wahren. 
Bruun, Bulletin phys.-math. de VAcad. de St. Petersbaurg, Bd. 7, 

1848; 
Bertrand, Journal de IAauville, Bd. 14, S. 123, 1849; 
Sarrus, ebenda, S. 131; 

Minich, Ann. di Tartalini, Bd. 1, 1850, S. 321; 
De Morgan, Cambridge Phil Society, Bd. 9, 2 ter Thl., 1851. 
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